
9 êëàññ Ìíîãî÷ëåíû 24 îêòÿáðÿ 2016

1. Â âûðàæåíèè (x4 − 2x3 + 3x2 − 4x + 5)2016 ðàñêðûëè ñêîáêè è ïðèâåëè

ïîäîáíûå ñëàãàåìûå. Íàéäèòå ñóììó êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíî-

ãî÷ëåíà.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè åñòü ìíîãî÷ëåí P (x) = anx
n + an−1x

n−1 +
. . .+a0, òî P (1) = an ·1n+an−1 ·1n−1+ . . .+a0 = an+an−1+ . . .+a0. Òî åñòü
ñóììà êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà ðàâíà çíà÷åíèþ ìíîãî÷ëåíà ïðè x = 1.
Ïîýòîìó ó èñõîäíîãî ìíîãî÷ëåíà ñóììà êîýôôèöèåíòîâ ðàâíà 32016.

4. Ïðèâåäåííûé êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè â òðåõ ïî-

ñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ òî÷åê ïðèíèìàåò ïðîñòûå çíà÷åíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî

îí ïðèíèìàåò ïðîñòîå çíà÷åíèå ïî êðàéíåé ìåðå åùå â îäíîé öåëîé òî÷êå.

Ðåøåíèå. Ñäâèíåì íàø êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí ïàðàëëåëüíî îñè Oy òàê,
÷òîáû âåðøèíà ïàðàáîëû ïîïàëà íà îñü Ox, òî åñòü åãî óðàâíåíèå ñòàëî

èìåòü âèä f(x) = x2 + c. Çàìåòèì, ÷òî åñëè f(x) ïðèíèìàåò ïðîñòîå çíà-

÷åíèå â òî÷êå a, òî îí ïðèíèìàåò òàêîå æå çíà÷åíèå â òî÷êå −a. Ïîýòîìó
åñëè òî÷êè èç óñëîâèÿ � ýòî íå −1, 0, 1, òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è î÷åâèäíî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ −1, 0, 1 ïðîñòûå. Â

ýòîì ñëó÷àå ÷èñëà c è c+1 äîëæíû ÿâëÿòüñÿ ïðîñòûìè, íî òàêîå âîçìîæíî

òîëüêî åñëè c = 2. Íî â ýòîì ñëó÷àå f(3) = 11 � ïðîñòîå ÷èñëî.

5. Äàí êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí 2015x2+2016x+2017. Äâîå õîäÿò ïî î÷åðåäè.
Ñâîèì õîäîì èãðîê ìîæåò âû÷åñòü èç ìíîãî÷ëåíà x2, x èëè 1. Ïðîèãðûâàåò

èãðîê, ïîñëå õîäà êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ ìíîãî÷ëåí ñ öåëî÷èñëåííûì êîðíåì.

Ìîæåò ëè îäèí èç èãðîêîâ îáåñïå÷èòü ñåáå ïîáåäó?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí çà f(x). Çàìåòèì, ÷òî f(1)
ïîñëå êàæäîãî õîäà óìåíüøàåòñÿ íà 1, ïîýòîìó íå ïîçæå, ÷åì ÷åðåç 6048

õîäîâ èãðà çàêîí÷èòñÿ. Ïîêàæåì, ÷òî ïåðâûé èãðîê ìîæåò íå ïðîèãðàòü, èç

ýòîãî áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî îí âûèãðàåò (òàê êàê 6048-îé õîä ñäåëàåò âòî-

ðîé èãðîê). Ïóñòü ïåðâûé èãðîê áóäåò äåëàòü òàê, ÷òîáû ïîñëå åãî õîäà âñå

êîýôôèöèåíòû áûëè íå÷¼òíû (î÷åâèäíî, ýòî âîçìîæíî). Òîãäà ó ïîëó÷àþ-

ùåãîñÿ óðàâíåíèÿ íå ìîæåò áûòü íå÷¼òíîãî êîðíÿ, ïîñêîëüêó ñóììà òð¼õ

íå÷¼òíûõ ÷èñåë íå ìîæåò áûòü ðàâíà 0. Íî è ÷¼òíîãî êîðíÿ ó íåãî íå ìîæåò

áûòü, ïîñêîëüêó ñóììà äâóõ ÷¼òíûõ ÷èñåë è íå÷¼òíîãî ÷èñëà òàêæå íå÷¼ò-

íà.

6. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ÷åòûðå êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíà, ÷òî, â êàêîì áû

ïîðÿäêå f1, f2, f3, f4 èõ íè âûïèñàëè, íàéäåòñÿ òàêîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî a,
÷òî f1(a) < f2(a) < f3(a) < f4(a)?



Ðåøåíèå. Ó äâóõ êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíîâ íå áîëåå äâóõ òî÷åê ïåðåñå-

÷åíèÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ó ÷åòûð¼õ êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíîâ òî÷åê ïåðå-

ñå÷åíèÿ íå áîëåå 12.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèå êâàäðàòíûå òð¼õ÷ëåíû ñóùåñòâóþò: ïóñòü ýòî

g1, g2, g3, g4. Äëÿ êàæäîé òî÷êè a ∈ R (íå ÿâëÿþùåéñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ

êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíîâ) ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 4 ÷èñåë: íîìåðà

êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíîâ â ïîðÿäå âîçðàñòàíèÿ çíà÷åíèÿ òð¼õ÷ëåíîâ â òî÷êå

a (òî åñòü åñëè g1(a) < g4(a) < g2(a) < g3(a), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò

1, 4, 2, 3). Ïî óñëîâèþ äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàéä¼òñÿ òî÷êà, êîòî-

ðîé ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèïèñàíà. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìåæäó òî÷êàìè

a, b ∈ R íåò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíîâ, òî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè, ïðèïèñàííûå ýòèì òî÷êàì, ñîâïàäàþò. Âñåãî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ íå

áîëåå 12, çíà÷èò áóäåò íå áîëåå 13 ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. À âñåãî

âîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 24, ïðîòèâîðå÷èå.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ k, l, m ìíîãî÷ëåí x3k+2+x3l+1+
x3m äåëèòñÿ íà x2 + x+ 1.

Ðåøåíèå. Ïóñòü k > 0. Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí âèäà x3k+2−x2 äåëèòñÿ
íà x3 − 1, à ñëåäîâàòåëüíî, è íà x2 + x+ 1. Äåéñòâèòåëüíî,

x3k+2 − x2 = x2(x3k − 1) = x2(x3 − 1)(. . .).

Ïîýòîìó èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí äåëèòñÿ íà x2 + x + 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà íà x2+x+1 äåëèòñÿ ìíîãî÷ëåí x2+x3l+1+x3m. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî
äëÿ l è m, ïîëó÷èì, ÷òî èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí äåëèòñÿ íà x2 + x+ 1 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà íà x2 + x+ 1 äåëèòñÿ ìíîãî÷ëåí x2 + x+ 1. Óêàçàííàÿ
äåëèìîñòü î÷åâèäíà, ïîýòîìó èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí òàêæå äåëèòñÿ íà x2 +
x+ 1.

8. Äàíû ïðèâåä¼ííûå ìíîãî÷ëåíû P (x) è Q(x) ñòåïåíè 2016. Èçâåñòíî, ÷òî
óðàâíåíèå P (x) = Q(x) íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Äîêàæèòå, ÷òî

óðàâíåíèå P (x+ 1) = Q(x− 1) èìååò õîòÿ áû îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü.

Ðåøåíèå. Êàê èçâåñòíî, ìíîãî÷ëåí íå÷¼òíîé ñòåïåíè èìååò õîòÿ áû

îäèí êîðåíü. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíîâ P (x) è Q(x) ðàâíû êîýô-

ôèöèåíòû ïðè x2015. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí P (x) − Q(x) èìåë áû

2015 ñòåïåíü, ïîýòîìó èìåë áû êîðåíü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ïóñòü

P (x) = x2016 + ax2015 + . . .. Òîãäà ðàññìîòðèì âòîðîå óðàâíåíèå. Îíî èìååò

âèä

(x+ 1)2016 + a(x+ 1)2015 + . . . = (x− 1)2016 + a(x− 1)2015 + . . .⇔

⇔ 2 · 2016x2015 + . . . = 0,



ãäå âìåñòî òðîåòî÷èÿ íàïèñàíû êàêèå-òî ìíîãî÷ëåíû íå áîëåå ÷åì 2014 ñòå-

ïåíè. Ïîëó÷àåì, ÷òî âòîðîå óðàâíåíèå èìååò íå÷¼òíóþ ñòåïåíü, îòêóäà ó

íåãî åñòü õîòÿ áû îäèí êîðåíü.


