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Âàæíîå çàìå÷àíèå. Ïðåäïîëîæèì, ìû ðåøàåì çàäà÷ó ïðî ãðàôû èí-

äóêöèåé ïî ÷èñëó âåðøèí. Ïëîõî ãîâîðèòü "Âîçüì¼ì ãðàô íà n âåðøèíàõ

è äîáàâèì åù¼ îäíó âåðøèíó". Ïðè÷èíà çäåñü â ñëåäóþùåì. Ðàññìîòðèì

ìíîæåñòâà An è An+1 ãðàôîâ íà n è n+ 1 âåðøèíå ñîîòâåòñòâåííî. Äî-

áàâëÿÿ âåðøèíó (è êàêèå-òî ð¼áðà) ìû ñòðîèì ïî ãðàôó èç An ãðàô èç

An+1. Íî ìû íåîáÿçàòåëüíî ñìîæåì ïîëó÷èòü âñåâîçìîæíûå ãðàôû èç

An+1. Ïðàâèëüíî ãîâîðèòü "Âîçüì¼ì ãðàô íà n+ 1 âåðøèíå, óäîâëåòâîðÿ-

þùèé óñëîâèþ, è âûêèíåì èç íåãî îäíó âåðøèíó, ñî âñåìè èäóùèìè èç íå¼

ð¼áðàìè. Ê îñòàâøåìóñÿ ãðàôó ïðèìåíèì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè".

1. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ãðàô ñ 2n âåðøèíàìè, ñòåïåíè êîòîðûõ ðàâíû

1, 1, 2, 2, . . ., n, n.
Ðåøåíèå. Áàçà äëÿ k = 1 î÷åâèäíà. Ïóñòü äëÿ k ãðàô ñ 2k âåðøèíàìè

ñóùåñòâóåò, äîêàæåì äëÿ k+1. Âîçüì¼ì ãðàô ñ 2k âåðøèíàìè è ðàçîáü¼ì åãî

âåðøèíû íà äâå ÷àñòè òàê, ÷òîáû â êàæäîé ÷àñòè áûëè âåðøèíû ñòåïåíè

1, 2, . . . , n. Äîáàâèì äâå íîâûå âåðøèíû, îäíó èç íèõ ñîåäèíèì ñî âñåìè

âåðøèíàìè îäíîé èç ÷àñòåé, à òàêæå ñ åùå îäíîé íîâîé. Íåñëîæíî ïîíÿòü,

÷òî ïîëó÷åííûé ãðàô óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ.

2. Â ñòðàíå ëþáûå äâà ãîðîäà ñîåäèíåíû äîðîãîé ñ îäíîñòîðîííèì äâèæå-

íèåì. Äîêàæèòå, ÷òî ñòàðòóÿ èç íåêîòîðîãî ãîðîäà, ìîæíî ïðîåõàòü ïî âñåì

ãîðîäàì, ïîáûâàâ â êàæäîì ïî îäíîìó ðàçó.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå çàäà÷è èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó âåð-

øèí. Áàçà äëÿ 2 ãîðîäîâ î÷åâèäíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî

äëÿ n ãîðîäîâ, äîêàæåì äëÿ n+1 ãîðîäà. Âûêèíåì îäèí èç ãîðîäîâ B è âñå

äîðîãè, ñ êîíöîì â ýòîì ãîðîäå. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè â îñòàâøåìñÿ

ãðàôå ñóùåñòâóåò ïóòü A1, A2, . . . , An ïî âñåì ãîðîäàì. Âåðí¼ì ãîðîä B.
Åñëè äîðîãà âåä¼ò èç ãîðîäà B â A1, òî íà÷àâ ñ B, ìîæíî ïðîéòè îáîéòè âñå
ãîðîäà. Çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k èç ãîðîäà Ak äîðîãà âåä¼ò â B, à
èç B äîðîãà âåä¼ò â Ak+1, òî âñå ãîðîäà ìîæíî îáîéòè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A1 → . . . → Ak → B → Ak+1 → . . . → An. Åñëè òàêîãî k íå ñóùåñòâóåò, òî

â ãîðîä B âåä¼ò äîðîãà èç êàæäîãî èç ãîðîäîâ A1, . . . , An, ïîýòîìó ãîðîäà

ìîæíî îáîéòè ñëåäóþùèì îáðàçîì: A1 → . . . → An → B.

3. Óñàäüáû ëþáûõ äâóõ ãðàôîâ â Èñòðèíñêîì ðàéîíå ñîåäèíåíû ëèáî âîä-

íûì, ëèáî ñóõîïóòíûì ñîîáùåíèåì. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî çàêðûòü îäèí èç

âèäîâ òðàíñïîðòà òàê, ÷òîáû ëþáîé ãðàô ìîã ïî-ïðåæíåìó äîáðàòüñÿ äî

ëþáîãî äðóãîãî.

Ðåøåíèå. Äëÿ äâóõ ãîðîäîâ óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü âåðíî äëÿ n
ãîðîäîâ, äîêàæåì äëÿ n+1. Ïóñòü ñóõîïóòíûå äîðîãè � ýòî ðåáðà êðàñíîãî



öâåòà, à âîäíûå � ñèíåãî. Âûêèíåì îäíó âåðøèíó B è âñå ðåáðà, âåäóùèå èç

íå¼. Äëÿ îñòàëüíûõ ãîðîäîâ âåðíî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, òî åñòü ìîæíî

îñòàâèòü òîëüêî ðåáðà êàêîãî-òî öâåòà (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñèíåãî)

òàê, ÷òî ãðàô áóäåò ñâÿçíûì. Âåðí¼ì âåðøèíó B. Åñëè èç âåðøèíû B âûõî-

äèò õîòÿ áû îäíî ðåáðî ñèíåãî öâåòà, òî åñëè îñòàâèòü òîëüêî ðåáðà ñèíåãî

öâåòà, òî ãðàô ïî-ïðåæíåìó áóäåò ñâÿçíûì. Åñëè æå èç âåðøèíû B âûõîäÿò

òîëüêî ð¼áðà êðàñíîãî öâåòà, òî óáåð¼ì âñå ð¼áðà ñèíåãî öâåòà. Îñòàâøèé-

ñÿ ãðàô áóäåò ñâÿçíûì, ïîñêîëüêó îò ëþáîé âåðøèíû ìîæíî äîáðàòüñÿ äî

ëþáîé ÷åðåç âåðøèíó B.

4. Â íåêîòîðîé ñòðàíå êàæäûé ãîðîä ñîåäèíåí ñ êàæäûì äîðîãîé ñ îäíî-

ñòîðîííèì äâèæåíèåì. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ãîðîä, èç êîòîðîãî ìîæíî

äîáðàòüñÿ â ëþáîé äðóãîé íå áîëåå ÷åì ñ îäíîé ïåðåñàäêîé.

Ðåøåíèå. Äëÿ äâóõ ãîðîäîâ óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü âåðíî äëÿ n
ãîðîäîâ, äîêàæåì äëÿ n+ 1. Âûêèíåì íåêîòîðóþ âåðøèíó B è âñå ð¼áðà, ñ

êîíöîì â ýòîé âåðøèíå. Äëÿ îñòàâøåãîñÿ ãðàôà âåðíî ïðåäïîëîæåíèå èí-

äóêöèè, òî åñòü ñóùåñòâóåò âåðøèíà A òàêàÿ, ÷òî èç íåãî ìîæíî äîáðàòüñÿ

äî ëþáîé äðóãîé ïî íå áîëåå, ÷åì 2 ð¼áðàì. Ïóñòü èç âåðøèíû A íàïðÿìóþ

ìîæíî äîáðàòüñÿ â âåðøèíû C1, . . . , Ck, à òîëüêî ÷åðåç äðóãóþ âåðøèíó �

â D1, . . . , Dl. Åñëè èç âåðøèíû A èëè èç êàêîé-íèáóäü èç âåðøèí C1, . . . , Ck

ðåáðî âåä¼ò â B, òî âåðøèíà A ïî-ïðåæíåìó ïîäõîäèò. Åñëè æå âî âñå ýòè

âåðøèíû âåäóò ð¼áðà èç B, òî ïîäîéä¼ò âåðøèíà B: â âåðøèíû A, C1, . . . , Ck

ìîæíî ïîïàñòü íåïîñðåäñòâåííî, à â âåðøèíû D1, . . . , Dl � ÷åðåç âåðøèíû

C1, . . . , Ck.

5. Â êîìïàíèè èç n ÷åëîâåê ñðåäè ëþáûõ ÷åòâåðûõ åñòü çíàêîìûé ñ îñòàëü-

íûìè òðåìÿ. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü ÷åëîâåê, êîòîðûé çíàåò âñåõ îñòàëüíûõ.

Ðåøåíèå. Áàçà äëÿ 4 ÷åëîâåê î÷åâèäíà. Ïóñòü óòâåðæäåíèå çàäà÷è âåð-

íî äëÿ n, äîêàæåì äëÿ n+1. Âûêèíåì îäíó âåðøèíó B è âñå ð¼áðà, âåäóùèå

èç íå¼. Äëÿ îñòàâøèõñÿ n ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè íàéä¼òñÿ âåðøèíà

A, ñîåäèí¼ííàÿ ñî âñåìè îñòàëüíûìè. Åñëè âñå îñòàëüíûå âåðøèíû òàê-

æå ñîåäåíèíû ìåæäó ñîáîé, òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è î÷åâèäíî � âåðøèíà,

ñîñåäíÿÿ ñ B, áóäåò èñêîìîé. Åñëè æå íàéäóòñÿ äâå âåðøèíû C è D, íå

ñîåäèí¼ííûå ðåáðîì, òî ðàññìîòðèì ÷åòâ¼ðêó A, B, C, D. Çàìåòèì, ÷òî C
è D íå ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû ñî âñåìè, ïîñêîëüêó îíè íå ñîåäèíåíû ìåæäó

ñîáîé. Ïîýòîìó ýòî áóäåò îäíà èç âåðøèí A èëè B, íî òîãäà ýòè âåðøèíû

ñîåäèíåíû ðåáðîì, òî åñòü A � èñêîìàÿ âåðøèíà.


