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1. Â òðåóãîëüíèê ABC âïèñàíà îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ ñòîðîí AB è AC â òî÷êàõ
D è E. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ADE ëåæèò íà
ïåðâîé îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå.Ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêàADE, à ∠BAC =
α. Òîãäà ∠DIE = 90◦+ ∠A

2 . Íî ∠DEC = 90◦+ ∠A
2 , ïîýòîìó I ëåæèò íà îêðóæíîñòè.

3. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê ABCD, âïèñàííûé â îêðóæíñòü. Èç ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè P äóãè AB îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû PI, PQ, PR íà AB, AC, BD ñîîòâåò-
ñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà PQR.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç O òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïðÿìîóãîëüíèêà.
Äîêàæåì, ÷òî QI ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà PQR, àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
RI ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà PRQ. Çàìåòèì, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê AQIP ÿâëÿ-
åòñÿ âïèñàííûì, ïîýòîìó ∠PAI = ∠PQI. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∠POR = 2∠PAB,
ïîñêîëüêó óãîë POB � öåíòðàëüíûé. Èç âïèñàííîñòè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà PQOR
ñëåäóåò, ÷òî ∠PQR = ∠POR. Ïîýòîìó óãîë PQI â äâà ðàçà ìåíüøå óãëà PQB,
îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå.

4. Íà îêðóæíîñòè äàíû òî÷êè A, B, M , N . Èç òî÷êè M ïðîâåäåíû õîðäû MA1 è
MB1, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûì NB è NA ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî AA1 ‖
BB1.

Ðåøåíèå. Ïóñòü X è Y � îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ èç òî÷êè M íà ïðÿ-
ìûå AN è BN ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ÷åòûð¼õóãîëüíèêMNXY âïèñàííûé, îòêóäà
∠ANB = ∠A1MB1. Ïîýòîìó äóãè AB1 è BA1 ðàâíû. Îòíÿâ îáùóþ äóãó AA1 ïî-
ëó÷èì, ÷òî äóãè A1B1 è AB ðàâíû, òî åñòü ïðÿìûå AA1 è BB1 ïàðàëëåëüíû.



6. H � îðòîöåíòð îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC, M � ïðîåêöèÿ îðòî-
öåíòðà íà ìåäèàíó, ïðîâåäåííóþ èç âåðøèíû A. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê
BHMC âïèñàííûé.

Ðåøåíèå. Ïóñòü òî÷êà X ñèììåòðè÷íà H îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ñòîðîíû, Y �
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé AM ñ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ. Çàìåòèì, ÷òî XY ⊥ AX.
Ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ñòîðîíû òî÷êà X ïåðåõîäèò â òî÷êó H, à
òî÷êà Y � â îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà èç òî÷êè H íà ïðÿìóþ AM , òî åñòü â òî÷êó
M . Ïðè ýòîé ñèììåòðèè îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåõîäèò â
îïèñàííóþ îêðóæíîñòü BHMC.

7. Äâå ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå l è m ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå C íà îêðóæíîñòè
ω òàê, ÷òî îíè ðàçáèâàþò îêðóæíîñòü íà òðè äóãè AC, AB è BC. Íà êàæäîé äóãå
îòìå÷åíû òî÷êè P , Q è R è â ýòèõ òî÷êàõ ïðîâåëè êàñàòåëüíûå ê ω. Îêàçàëîñü, ÷òî
îòðåçîê êàæäîé êàñàòåëüíîé, çàêëþ÷åííûé ìåæäó ïðÿìûìè l è m, äåëèòñÿ òî÷êîé
êàñàíèÿ ïîïîëàì. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè P , Q, R ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî
òðåóãîëüíèêà.



Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì âåëè÷èíó äóã AP , BR è BQ çà 2α, 2β, 2γ ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ïóñòü êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå P ïåðåñåêàåò ïðÿìûå l è m â òî÷êàõ L è M ñîîò-
âåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó PC ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå, òî
α = ∠PCM = ∠PMC. Íî óãîë PMC ðàâåí ïîëóðàçíîñòè äóã PC è AP , îòêóäà
äóãà PC ðàâíà 4α. Àíàëîãè÷íî äóãà CR ðàâíà 4β. Ïîýòîìó äóãà PR ðàâíà 4α+4β,
òî åñòü 2/3 äóãè AB. Ïîñêîëüêó äóãà AB ðàâíà 180◦, òî ∠PQR = 60◦.

Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé â òî÷êå Q ñ ïðÿìîé l ÷åðåç N . Òîãäà
γ = ∠BCQ = ∠CNQ. Íî óãîë CNQ ðàâåí ïîëóðàçíîñòè äóã CQ è BQ. Ïîñêîëüêó
äóãà BQ ðàâíà 2γ, òî γ = (180◦ − 2γ + 6α − 2γ)/2, îòêóäà 2γ = 60◦ + 2α. Òîãäà
∠RPQ = (2γ + 2β)/2 = 60◦.

8. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êàM � cåðåäèíà ñòîðîíû AC, AD � âû-
ñîòà. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC îòìåòèëè òî÷êó X òàêóþ, ÷òî ∠AXB = ∠DXM =
90◦. Äîêàæèòå, ÷òî ∠XMB = 2∠MBC.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ñåðåäèíó ñòîðîíû AB. Ïîñêîëüêó MN ‖ BC, òî
∠MBC = ∠NMB. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî MN ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé
óãëà XMB. Çàìåòèì, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê AXDB âïèñàííûé, ïîýòîìó

∠BXD = ∠BAD = 90◦ − ∠ABC, ∠BXM = 180◦ − ∠ABC = ∠BNM,

òî åñòü ÷åòûðåõóãîëüíèê BNXM âïèñàííûé. Ïîñêîëüêó NA = BN = NX, òî
óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà äóãè BN è NX ðàâíû, òî åñòü MN � áèññåêòðèñà óãëà
BMX.


