
9 êëàññ Äîðåøèâàíèå 13 îêòÿáðÿ 2016

Íèæå ïðåäñòàâëåíû çàäà÷è, íà êîòîðûå ìû ðåêîìåíäóåì îáðàòèòü âíèìàíèå.

1. (Ðàçíîáîé, 7 ) Äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë x, y è z, ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó [0, 1], äîêà-
æèòå íåðàâåíñòâî

2(xy + yz + zx) 6 3xyz + x+ y + z.

2. (Ðàçíîáîé, 9 ) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî
÷èñåë âèäà 2n − n, êðàòíûõ p.

3. (Ïîäñ÷¼ò äâóìÿ ñïîñîáàìè, 7 ) Òóðèñòè÷åñêàÿ ôèðìà ïðîâåëà àêöèþ: "Êóïè ïóòåâêó
â Åãèïåò, ïðèâåäè ÷åòûð¼õ äðóçåé, êîòîðûå òàêæå êóïÿò ïóòåâêó, è ïîëó÷è ñòîèìîñòü
ïóòåâêè îáðàòíî". Çà âðåìÿ äåéñòâèÿ àêöèè 13 ïîêóïàòåëåé ïðèøëè ñàìè, îñòàëüíûõ
ïðèâåëè äðóçüÿ. Íåêîòîðûå èç íèõ ïðèâåëè ðîâíî ïî 4 íîâûõ êëèåíòà, à îñòàëüíûå 100
íå ïðèâåëè íèêîãî. Ñêîëüêî òóðèñòîâ îòïðàâèëèñü â Ñòðàíó Ïèðàìèä áåñïëàòíî?

4. (Íåðàâåíñòâà, 3 ) Ðåøèòå óðàâíåíèå (1 + x2016)(1 + x)2014 = (2x)2015.

5. (Íåðàâåíñòâà, 7 ) Ðåøèòå óðàâíåíèå x4 + 4xy2 + 2y4 + 1 = 0.

6. (Âûñîòû è ñåðåäèíû, 5 ) Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êè A1, B1, C1 ÿâ-
ëÿþòñÿ îñíîâàíèÿìè âûñîò. Ïóñòü OA, OB, OC � öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðå-
óãîëüíèêîâ AB1C1, A1BC1, A1B1C ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêOAOBOC

ðàâåí ñåðåäèííîìó òðåóãîëüíèêó.

7. (Êðàñèì ãðàôû, 6 ) Êàæäûé èç 2016 äåïóòàòîâ ïàðëàìåíòà äàë ïîù¼÷èíó ðîâíî îäíî-
ìó ñâîåìó êîëëåãå. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü 672 äåïóòàòîâ, êîòîðûå íå âûÿñíÿëè
îòíîøåíèÿ óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì.

8. (Òåîðèÿ ÷èñåë, 3 ) Î íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ a, p, q èçâåñòíî, ÷òî ap+ 1 äåëèòñÿ íà q, à
aq + 1 äåëèòñÿ íà p. Äîêàæèòå, ÷òî a > pq

2(p+q) .

9. (Òåîðèÿ ÷èñåë, 6 ) Ó÷èòåëü íàïèñàë Ïåòå â òåòðàäü ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñëà. Äëÿ êàæäîé ïàðû ýòèõ ÷èñåë Ïåòÿ íàøåë èç íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü. Ó íåãî
ïîëó÷èëèñü øåñòü ÷èñåë: 1, 2, 3, 4, 5 è N , ãäå N > 5. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò
èìåòü ÷èñëî N?

10. (Çàöèêëèâàíèå, 6 ) Ïóñòü a è n � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ ÷èñåë 1, a, a2, a3, . . . íà n ïåðèîäè÷åñêàÿ è íå ñîäåðæèò
ïðåäïåðèîäà.

11. (Çàöèêëèâàíèå, 8 ) Ãîñóäàðñòâî Ýëìûøàòèÿ âñåãäà ñóùåñòâîâàëî è âñåãäà áóäåò
ñóùåñòâîâàòü. Êàæäûé äåíü â ýòîì ãîñóäàðñòâå ëèáî èä¼ò äîæäü, ëèáî áóøóåò áóðÿ,
ëèáî ñâåòèò ñîëíöå. Èçâåñòíî, ÷òî ïîãîäà â äàííûé äåíü îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî-
ãîäîé çà ïðåäøåñòâóþùóþ ÷åòûð¼õäíåâêó. Âñþ ïîñëåäíþþ ÷åòûð¼õäíåâêó ø¼ë äîæäü.
Äîêàæèòå, ÷òî è äî, è ïîñëå ýòîãî äîæëèâûõ ÷åòûð¼õäíåâîê áûëî áåñêîíå÷íî ìíîãî.



9 êëàññ Äîðåøèâàíèå 13 îêòÿáðÿ 2016

Íèæå ïðåäñòàâëåíû çàäà÷è, íà êîòîðûå ìû ðåêîìåíäóåì îáðàòèòü âíèìàíèå.

1. (Ðàçíîáîé, 7 ) Äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë x, y è z, ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó [0, 1], äîêà-
æèòå íåðàâåíñòâî

2(xy + yz + zx) 6 3xyz + x+ y + z.

2. (Ðàçíîáîé, 9 ) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî
÷èñåë âèäà 2n − n, êðàòíûõ p.

3. (Ïîäñ÷¼ò äâóìÿ ñïîñîáàìè, 7 ) Òóðèñòè÷åñêàÿ ôèðìà ïðîâåëà àêöèþ: "Êóïè ïóòåâêó
â Åãèïåò, ïðèâåäè ÷åòûð¼õ äðóçåé, êîòîðûå òàêæå êóïÿò ïóòåâêó, è ïîëó÷è ñòîèìîñòü
ïóòåâêè îáðàòíî". Çà âðåìÿ äåéñòâèÿ àêöèè 13 ïîêóïàòåëåé ïðèøëè ñàìè, îñòàëüíûõ
ïðèâåëè äðóçüÿ. Íåêîòîðûå èç íèõ ïðèâåëè ðîâíî ïî 4 íîâûõ êëèåíòà, à îñòàëüíûå 100
íå ïðèâåëè íèêîãî. Ñêîëüêî òóðèñòîâ îòïðàâèëèñü â Ñòðàíó Ïèðàìèä áåñïëàòíî?

4. (Íåðàâåíñòâà, 3 ) Ðåøèòå óðàâíåíèå (1 + x2016)(1 + x)2014 = (2x)2015.

5. (Íåðàâåíñòâà, 7 ) Ðåøèòå óðàâíåíèå x4 + 4xy2 + 2y4 + 1 = 0.

6. (Âûñîòû è ñåðåäèíû, 5 ) Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êè A1, B1, C1 ÿâ-
ëÿþòñÿ îñíîâàíèÿìè âûñîò. Ïóñòü OA, OB, OC � öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðå-
óãîëüíèêîâ AB1C1, A1BC1, A1B1C ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêOAOBOC

ðàâåí ñåðåäèííîìó òðåóãîëüíèêó.

7. (Êðàñèì ãðàôû, 6 ) Êàæäûé èç 2016 äåïóòàòîâ ïàðëàìåíòà äàë ïîù¼÷èíó ðîâíî îäíî-
ìó ñâîåìó êîëëåãå. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü 672 äåïóòàòîâ, êîòîðûå íå âûÿñíÿëè
îòíîøåíèÿ óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì.

8. (Òåîðèÿ ÷èñåë, 3 ) Î íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ a, p, q èçâåñòíî, ÷òî ap+ 1 äåëèòñÿ íà q, à
aq + 1 äåëèòñÿ íà p. Äîêàæèòå, ÷òî a > pq

2(p+q) .

9. (Òåîðèÿ ÷èñåë, 6 ) Ó÷èòåëü íàïèñàë Ïåòå â òåòðàäü ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñëà. Äëÿ êàæäîé ïàðû ýòèõ ÷èñåë Ïåòÿ íàøåë èç íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü. Ó íåãî
ïîëó÷èëèñü øåñòü ÷èñåë: 1, 2, 3, 4, 5 è N , ãäå N > 5. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò
èìåòü ÷èñëî N?

10. (Çàöèêëèâàíèå, 6 ) Ïóñòü a è n � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ ÷èñåë 1, a, a2, a3, . . . íà n ïåðèîäè÷åñêàÿ è íå ñîäåðæèò
ïðåäïåðèîäà.

11. (Çàöèêëèâàíèå, 8 ) Ãîñóäàðñòâî Ýëìûøàòèÿ âñåãäà ñóùåñòâîâàëî è âñåãäà áóäåò
ñóùåñòâîâàòü. Êàæäûé äåíü â ýòîì ãîñóäàðñòâå ëèáî èä¼ò äîæäü, ëèáî áóøóåò áóðÿ,
ëèáî ñâåòèò ñîëíöå. Èçâåñòíî, ÷òî ïîãîäà â äàííûé äåíü îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî-
ãîäîé çà ïðåäøåñòâóþùóþ ÷åòûð¼õäíåâêó. Âñþ ïîñëåäíþþ ÷åòûð¼õäíåâêó ø¼ë äîæäü.
Äîêàæèòå, ÷òî è äî, è ïîñëå ýòîãî äîæëèâûõ ÷åòûð¼õäíåâîê áûëî áåñêîíå÷íî ìíîãî.


