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1. a) Íà äîñêå îòìå÷åíî íåñêîëüêî òî÷åê. Èç êàæäîé òî÷êè ïðîâå-
äåíà ðîâíî îäíà ñòðåëêà â êàêóþ-òî èç äðóãèõ òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî,
äâèãàÿñü ïî ñòðåëêàì, ðàíî èëè ïîçäíî íà÷íåøü õîäèòü ïî öèêëó.

Ðåøåíèå. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó è ïîéä¼ì èç íåå ïî ñòðåë-
êàì. Çàìåòèì, ÷òî â êàêîé-òî ìîìåíò ìû ïðèäåì â âåðøèíó, â êîòîðîé
óæå áûëè. Äàëåå ìû ïîéä¼ì ïî öèêëó.

b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè, êðîìå òîãî, â êàæäóþ èç òî÷åê âåäåò ðîâíî
îäíà ñòðåëêà, òî, íà÷àâ èç ëþáîé òî÷êè, ðàíî èëè ïîçäíî ïîïàäåøü â
íåå ñíîâà.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ìû íå ìîæåì ïðèéòè íå â íà÷àëüíóþ âåð-
øèíó, ïîñêîëüêó òîãäà áóäåò âåðøèíà, â êîòîðóþ âåäåò íå ìåíåå äâóõ
ñòðåëîê.

2. Æèòåëè ñòðàíû Ïóï Ìèðà î÷åíü ãîðäÿòñÿ òåì, ÷òî ó íèõ ïðå-
çèäåíòñêàÿ ôîðìà ïðàâëåíèÿ: êàæäûå 4 ãîäà ïðåçèäåíòîì èçáèðà-
åòñÿ ëèáî ðåñïóáëèêàíåö, ëèáî äåìîêðàò. ÏóïÌèðîâñêèå ïîëèòîëîãè
îáíàðóæèëè ñòðîãèé çàêîí, ïî êîòîðîìó îïðåäåëÿåòñÿ ïàðòèéíîñòü
î÷åðåäíîãî ïðåçèäåíòà. Õîòÿ ýòîò çàêîí çàñåêðå÷åí "Àêòîì î äåìî-
êðàòèè", â ïå÷àòü ïðîñî÷èëèñü ñâåäåíèÿ, ÷òî ïàðòèéíîñòü î÷åðåäíîãî
ïðåçèäåíòà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïàðòèéíîñòüþ ïðåäûäóùèõ äå-
ñÿòè. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðòèéíîñòåé ïðåçèäåíòîâ
çàöèêëèòñÿ, è îöåíèòå êàê-íèáóäü äëèíó ïåðèîäà.

Ðåøåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äåñÿòêà A ñëåäóåò èç äåñÿòêè B,
åñëè B ïîëó÷àåòñÿ èç A ñëåäóþùèì îáðàçîì: äîáàâëÿåì â êîíåö ïðå-
çèäåíòà, ñëåäóþùåãî èç A, è óáèðàåì ïåðâîãî ïðåçèäåíòà. Ðàññìîòðèì
â êà÷åñòâå òî÷åê äåñÿòêè, ïðîâåä¼ì èç òî÷êè A ñòðåëêó â òî÷êó B, åñ-
ëè èç A ñëåäóåò B. Ïî ïðåäûäóùåé çàäà÷å ñ îïðåäåëåííîãî ìîìåíòà
ïàðòèéíîñòü ïðåçèäåíòîâ çàöèêëèòñÿ. Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî âîçìîæ-
íûõ äåñÿòîê ðàâíî 210, ïîýòîìó äëèíà ïåðèîäà íå áîëüøå, ÷åì 210+9.

3. Êóáèê Ðóáèêà âûâåäåí èç ïåðâîíà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ íåêîòîðîé
êîìáèíàöèåé ïîâîðîòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî åãî ìîæíî âåðíóòü â ïåðâî-
íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, âûïîëíèâ ýòó êîìáèíàöèþ åùå íåñêîëüêî ðàç.

Ðåøåíèå. Êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé Êóáèêà Ðóáèêà êî-
íå÷íî (íàïðèìåð, íå áîëüøå 54!). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èç ñîñòîÿíèÿ
A Êóáèêà Ðóáèêà ñëåäóåò ñîñòîÿíèå B, åñëè ïðèìåíèâ ê ñîñòîÿíèþ A



êîìáèíàöèþ èç óñëîâèÿ, ìû ïîëó÷èì ñîñòîÿíèå B. Çàìåòèì, ÷òî èç
ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé A è B íå ìîæåò ñëåäîâàòü ñîñòîÿíèå C. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîâîðîòîâ P1P2 . . . Pn.
Òîãäà, ñäåëàâ êîìáèíàöèþ ïîâîðîòîâ P−1

n . . . P−1
2 P−1

1 , ìû äîëæíû ïî-
ëó÷èòü è ñîñòîÿíèå A, è ñîñòîÿíèå B, ïðîòèâîðå÷èå. Ïî ïåðâîé çàäà÷å
ìû çàöèêëèìñÿ áåç ïðåäïåðèîäà, ïîýòîìó íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ïîâòî-
ðèòñÿ.

6. Ïóñòü a è n � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ ÷èñåë 1, a, a2, a3, . . . íà n ïåðèîäè÷åñêàÿ
è íå ñîäåðæèò ïðåäïåðèîäà.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî aϕ(n) ≡ 1 (mod n), ïîýòîìó ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì ϕ(n).

7. Â òðèäåñÿòîì êîðîëåâñòâå ó êàæäîãî çaìêà è êàæäîé ðàçâèëêè
ñõîäÿòñÿ òðè äîðîãè. Ðûöàðü âûåõàë èç ñâîåãî çàìêà è ïî î÷åðåäè
ïîâîðà÷èâàåò òî íàïðàâî, òî íàëåâî. Äîêàæèòå, ÷òî åãî ìàðøðóò çà-
öèêëèòñÿ.

Ðåøåíèå. Â êà÷åñòâå ñîñòîÿíèé áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãîðîä, â êî-
òîðîì íàõîäèòñÿ ðûöàðü, äîðîãà, ïî êîòîðîé îí ïðèø¼ë, è äîðîãà, ïî
êîòîðîé îí âûéäåò. Êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé êîíå÷íî, ïîýòîìó ïðîöåññ
çàöèêëèòñÿ, ïðè÷¼ì áåç ïðåäïåðèîäà.


