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1. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå äâóçíà÷íûå ÷èñëà ab è cd, ÷òî ab · cd = abcd?
Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

abcd = ab · 100 + cd > ab · 99 > ab · cd,

ïîýòîìó ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî.

2. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ÷èñëî n3 + 2n2 + 11 ÿâëÿåòñÿ êóáîì
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà?

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî n = 1 íå ïîäõîäèò, à n = 2 � ïîäõîäèò.
Ïóñòü n > 3. Òîãäà äîêàæåì, ÷òî n3 + 2n2 + 11 < (n + 1)3. Äåéñòâè-
òåëüíî, ýòî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî n2+3n− 10 > 0, à îíî
âåðíî ïðè n > 3.

3. Î íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ a, p, q èçâåñòíî, ÷òî ap+ 1 äåëèòñÿ íà q, à
aq + 1 äåëèòñÿ íà p. Äîêàæèòå, ÷òî a > pq

2(p+q)
.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî

(ap+ 1)(aq + 1) = a2pq + ap+ aq + 1

äåëèòñÿ íà pq, ïîýòîìó è ap+ aq + 1 äåëèòñÿ íà pq. Òîãäà

2(ap+ aq) > ap+ aq + 1 > pq,

÷òî ðàâíîñèëüíî íóæíîìó íåðàâåíñòâó.

4. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ ñèñòåìó óðàâíåíèé

{
xy + z = 94,
x+ yz = 95.

Ðåøåíèå. Îòíèìåì èç âòîðîãî óðàâíåíèå ïåðâîå. Ïîëó÷èì, ÷òî
(1−y)(x−z) = 1. Ïîñêîëüêó îáå ñêîáêè öåëûå, òî îíè ëèáî îáå ðàâíû
1, ëèáî îáå ðàâíû −1. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ðåøåíèå x = 95,
y = 0, z = 94, à âî âòîðîì � x = 31, y = 2, z = 32.

5. Íàéäèòå âñå n òàêèå, ÷òî ñóììà öèôð ÷èñëà 5n ðàâíà 2n.
Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî n = 1, 2, 4, 5 óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, à

ïðè n = 3 � âûïîëíÿåòñÿ. Äîêàæåì, ÷òî ïðè n > 6 ñóììà öòôð ÷èñëà
5n ìåíüøå, ÷åì 2n. Ñóììà öèôð ÷èñëà 5n íå ïðåâîñõîäèò 9(n + 1),
ïîñêîëüêó 5n < 10n, à ó ÷èñëà 10n ðîâíî n + 1 öèôðà. Íåðàâåíñòâî



2n > 9(n+1) âûïîëíåíî ïðè n > 6 (ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè),
ïîýòîìó ïðè n > 6 óñëîâèå çàäà÷è íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî.

6. Ó÷èòåëü íàïèñàë Ïåòå â òåòðàäü ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñëà. Äëÿ êàæäîé ïàðû ýòèõ ÷èñåë Ïåòÿ íàøåë èç íàèáîëüøèé îá-
ùèé äåëèòåëü. Ó íåãî ïîëó÷èëèñü øåñòü ÷èñåë: 1, 2, 3, 4, 5 è N , ãäå
N > 5. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò èìåòü ÷èñëî N?

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì, ñêîëüêî èç øåñòè ÷èñåë ìîãóò äåëèòüñÿ íà
äàííîå ïðîñòîå ÷èñëî p. Åñëè ñðåäè èñõîäíûõ 4 ÷èñåë íà p äåëèòñÿ
ñîîòâåòñòâåííî 0, 1, 2, 3, 4 ÷èñëà, òî ñðåäè 6 ÍÎÄîâ íà p áóäóò äå-
ëèòñÿ 0, 0, 1, 3, 6 ÷èñåë. Ïîñêîëüêó ó íàñ ðîâíî 2 ÷èñëà èç èçâåñòíûõ
÷¼òíûå, òî N äåëèòñÿ íà 2. Ïîñêîëüêó ïî îäíîìó èç âûïèñàííûõ ÷è-
ñåë äåëèòñÿ íà 3, 4 è 5, òî N íå äåëèòñÿ íà 3, 4 è 5. Ìèíèìàëüíîå N ,
óäîâëåòâîðÿþùåå ýòèì óñëîâèÿì, ýòî 14. Ïðèìåð äëÿ N = 14: 4, 15,
70, 84.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 22
n − 1 èìååò õîòÿ áû n ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ

äåëèòåëåé.
Óêàçàíèå. Ðàçëîæèì n ðàç âûðàæåíèå 22

n − 1 ïî ôîðìóëå ðàçíî-
ñòè êâàäðàòîâ. Ïîëó÷èì
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n − 1 = (22

n−1

+ 1)(22
n−2

+ 1) . . . (22
0
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Äîêàæèòå, ÷òî ÍÎÄ(22
k
+ 1, 22

m
+ 1) = 1 ïðè k 6= m, îòêóäà áóäåò

ñëåäîâàòü óòâåðæäåíèå çàäà÷è.


