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Äëÿ òðåóãîëüíèêà ABC îòìåòèì 4 òî÷êè � îðòîöåíòð H è îñíîâà-
íèÿ âûñîò A1, B1, C1. Òîãäà íà ïîëó÷èâøåéñÿ êàðòèíêå ìîæíî íàéòè
6 âïèñàííûõ ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ: BC1HA1 è 3 àíàëîãè÷íûõ, AC1A1C
è 3 àíàëîãè÷íûõ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ òðå-
óãîëüíèêà A1B1C1.

Ðåøåíèå. ∠C1A1H = ∠C1BH èç âïèñàííîñòè ÷åòûð¼õóãîëüíè-
êà BC1HA1, ∠HA1B1 = ∠HCB1 èç âïèñàííîñòè ÷åòûð¼õóãîëüíè-
êà CB1HA1, ∠C1BH = ∠HCB1 èç âïèñàííîñòè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà
BC1B1C. Îòñþäà ∠C1A1H = B1A1H, àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ðà-
âåíñòâî äâóõ äðóãèõ ïàð óãëîâ.

2. a) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ H îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû
BC ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

Ðåøåíèå. Ïóñòü H ′ � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ H îòíîñèòåëüíî BC.
Çàìåòèì, ÷òî ∠BHC = ∠C1HB1 = 180◦ − ∠A. Òîãäà ∠BH ′C + ∠A =
∠BHC + ∠A = 180◦.

b) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà X, ñèììåòðè÷íàÿ H îòíîñèòåëüíî ñåðåäè-
íû ñòîðîíû BC, ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC,
ïðè÷¼ì AX � äèàìåòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òîHBXC � ïàðàëëåëîãðàìì, ïîýòîìó ∠BXC =
∠BHC, îòêóäà òî÷êà X ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëü-
íèêà ABC. Çàìåòèì, ÷òî â òðåóãîëüíèêå HH ′X ïðÿìàÿ BC ïðîõîäèò
÷åðåç ñåðåäèíû äâóõ ñòîðîí, ïîýòîìó îíà ïàðàëëåëüíà H ′X, îòêóäà
∠AH ′X = 90◦, òî åñòü AX � äèàìåòð.



3. Äîêàæèòå, ÷òî OA ⊥ B1C1.
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó H ′X ‖ BC, òî äóãè BH ′ è CX ðàâíû, ïîýòî-

ìó ðàâíû óãëû BAH è CAO. Èç âïèñàííîñòè BC1B1C ñëåäóåò, ÷òî
∠AB1C1 = ∠ABC, îòêóäà ñëåäóåò óêàçàííàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü.

5. Ïóñòü OA, OB, OC � öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíè-
êîâ AB1C1, A1BC1, A1B1C ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëü-
íèê OAOBOC ðàâåí ñåðåäèííîìó òðåóãîëüíèêó.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî AH � äèàìåòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà AB1C1, ïîýòîìó OA ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé AH, àíàëîãè÷-
íî òî÷êè OB è OC ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíàìè îòðåçêîâ BH è CH. Ïîýòîìó
òðåóãîëüíèê OAOBOC ïîäîáåí èñõîäíîìó ñ êîýôôèöèåíòîì 1

2
, êàê è

ñåðåäèííûé òðåóãîëüíèê.

7. Òî÷êè P è Q âûáðàíû òàê, ÷òî BOAP è COPQ � ïàðàëëåëîãðàì-
ìû. Äîêàæèòå, ÷òî Q ñîâïàäàåò ñ H.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó: åñëè A′ � ñåðåäè-
íà ñòîðîíû BC, òî AH = 2OA′. Ðàññìîòðèì òî÷êó X èç çàäà÷è 2b).
Çàìåòèì, ÷òî OA′ � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â òðåóãîëüíèêå AHX, îòêóäà ñëå-
äóåò íóæíîå óòâåðæäåíèå.

Âåðíåìñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Çàìåòèì, ÷òî BOAP � ýòî ðîìá,
ïîýòîìó OP perpAB, ïðè÷åì äëèíà îòðåçêà OP â äâà ðàçà áîëüøå
ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè O äî ñåðåäèíû ñòîðîíû AB. Çàìåòèì, ÷òî OP ‖
CH è OP = CH, ïîýòîìó H ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé Q.




