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Äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ. Ðàçáîð ïèñüìåííîãî çàäàíèÿ.

9. a) Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ äåñÿòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íå
ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì.
Ðåøåíèå: Ïóñòü ñóùåñòâóþò 10 ïîäðÿä èäóùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êâàäðàòîâ êîòîðûõ
� êâàäðàò. Ïóñòü ïåðâîå èç ýòèõ ÷èñåë ðàâíî a−4. Òîãäà S = (a−4)2+(a−3)2+. . .+(a+4)2+(a+5)2

� òî÷íûé êâàäðàò. Ðàñêðîåì ñêîáêè: S = 10a2 + 10a + 85; S = 5 · (2a2 + 2a + 17). Âèäèì, ÷òî S
äåëèòñÿ íà 5.
Äîêàæåì, ÷òî 2a2 + 2a+ 17 íå äåëèòñÿ íà 5. Ìîæíî ÷åñòíî ïåðåáðàòü âñå îñòàòêè ïî ìîäóëþ 5
è óáåäèòüñÿ, ÷òî íå äåëèòñÿ íè â îäíîì ñëó÷àå. Íî ìîæíî ïîñòóïèòü è òàê:
2a2 + 2a+ 17 ≡5 2a

2 + 2a+ 2.
2a2 + 2a+ 2 ≡5 0⇔ 4a2 + 4a+ 4 ≡5 0⇔ (2a+ 1)2 + 3 ≡5 0 � ýòî ìû âûäåëèëè ïîëíûé êâàäðàò.
Ïîñëåäíåå ñðàâíåíèå íåâåðíî íè ïðî êàêîì k, òàê êàê êâàäðàò íå ìîæåò äàâàòü îñòàòîê 2 ïðè
äåëåíèè íà 5.
Èòàê, S äåëèòñÿ íà 5, íî íå äåëèòñÿ íà 25. Ýòî äàåò ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê êâàäðàò, äåëÿùèéñÿ
íà 5, äåëèòñÿ è íà 25.

b) Íàéäèòå 11 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êâàäðàòîâ êîòîðûõ ÿâëÿ-
åòñÿ êâàäðàòîì.
Ðåøåíèå: Íàéäåì òàêîå a, ÷òî ÷èñëî S = (a− 5)2 + (a− 4)2 + . . .+ (a+ 4)2 + (a+ 5)2 ÿâëÿåòñÿ
òî÷íûì êâàäðàòîì. S = 11a2+110 = 11 · (a2+10). Íàì íàäî, ÷òîáû äëÿ êàêîãî-òî íàòóðàëüíîãî
l âûïîëíÿëîñü a2 + 10 = 11l2. Ïîäáåðåì íóæíîå a. Çàìåòèì, ÷òî a2 ≡11 1⇒ a ≡11 ±1 (âåäü 11 -
ïðîñòîå). Ýòî ñîîáðàæåíèå çíà÷èòåëüíî óìåíüøàåò ÷èñëî êàíäèäàòîâ. Òåïåðü ìîæíî ïåðåáèðàòü
ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ a, ñðàâíèìûå ñ ±1 ïî ìîäóëþ 11. Ïðîáóåì a = 10, a = 12 a = 21, îíè íå
ïîäõîäÿò. À âîò a = 23 ïîäõîäèò: 232 + 10 = 539 = 11 · 72.
Èòàê, ïðèìåð íàéäåí: 182 + 192 + ...+ 282 = 772.
Êîììåíòàðèè:
Â ýòîì ðåøåíèè ìû ïîêàçàëè, èç êàêèõ ñîîáðàæåíèé ìîæíî íàéòè ïðèìåð. Êîíå÷íî, íà îëèì-
ïèàäå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîãî áàëëà çà òàêóþ çàäà÷ó òîëüêî ëèøü ïðèâåñòè ñàì ïðèìåð è äî-
êàçàòü, ÷òî îí ðàáîòàåò.
Åñòü è äðóãèå ïðèìåðû. Ðàáîòàåò a = 38. Âîîáùå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ a2 − 11l2 = 10 â öåëûõ ÷èñëàõ.
Âîïðîñû:
Ïðè êàêèõ öåëûõ k è m èìååò ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå x2 − ky2 = m? Êîãäà òàêîå
óðàâíåíèå èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé? Ìîæíî ëè êàê-òî îïèñàòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé
òàêîãî óðàâíåíèÿ? Êàê ðåøèòü õîòÿ áû åãî ÷àñòíûå ñëó÷àè, íàçûâàåìûå óðàâíåíèÿìè Ïåëëÿ:
x2 − ky2 = 1? Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû ìû íàó÷èìñÿ äàâàòü â áóäóùåì.

10. c) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 6n+ 1 áåñêîíå÷íî ìíîãî.
Ðåøåíèå: Âñå ïðîñòûå ÷èñëà âèäà 3k + 1 íå÷åòíû. Ïîýòîìó åñëè ïðîñòîå q èìååò âèä 3k + 1,
òî k ÷åòíî, q = 6l + 1. Ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòûõ âèäà 3k + 1 áåñêîíå÷íî
ìíîãî.

Ëåììà 1. Ïóñòü x � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ëþáîé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà x2+x+1 ëèáî
ðàâåí 3, ëèáî èìååò âèä 3k + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü q 6= 3- ïðîñòîå, è x2 + x + 1
... q. Òîãäà (x − 1)(x2 + x + 1) = x3 − 1

... q.

Ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà xq−1 − 1
... q

Ïîñìîòðèì íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ q ó ÷èñåë x0, x1, x2, . . . Ýòà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïåðèîäè÷íà áåç ïðåäïåðèîäà. Ìû çíàåì, ÷òî x3 ≡q 1 è xq−1 ≡q 1. Çíà÷èò, ïåðèîä ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåëèò 3 è äåëèò q− 1. Åñòü äâà âàðèàíòà: ïåðèîä ðàâåí 3 è ïåðèîä ðàâåí 1.

Åñëè îí ðàâåí 3, òî q−1
...3, ÷òî íàì è òðåáîâàëîñü. Åñëè îí ðàâåí 1, òî x1 ≡q 1⇒ x2+x+1 ≡q 3.

Íî x2 + x+ 1 ≡q 0⇒ 3 ≡q 0. Ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê q 6= 3.

Âåðí¼ìñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Äîïóñòèì, ÷òî ïðîñòûõ âèäà 3k + 1 - êîíå÷íîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì
èõ ÷åðåç p1, p2, . . . , pt è ðàññìîòðè ÷èñëî K = (3p1p2 . . . pt)

2 + 3p1p2 . . . pt + 1. Ïî ëåììå ëþáîé
ïðîñòîé äåëèòåëü K ÿâëÿåòñÿ ëèáî òðîéêîé, ëèáî èìååò âèä 3k + 1. Íî K íå äåëèòñÿ íà 3 è íå
äåëèòñÿ íà p1, p2, . . . , pt. Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ïðîñòûõ âèäà 3k + 1 áåñêîíå÷íî ìíîãî.


