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Ò×-øíûå òåîðåìû.

Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà. Åñëè ÷èñëî p � ïðîñòîå è ÍÎÄ(a, p) = 1, òî ap−1 ≡p 1.
Ôóíêöèÿ Ýéëåðà. ϕ(n) � êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî n, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n.
Òåîðåìà Ýéëåðà. Åñëè ÷èñëî n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è ÍÎÄ(a, n) = 1, òî aϕ(n) ≡n 1.
Òåîðåìà Âèëüñîíà. Åñëè ÷èñëî p � ïðîñòîå, òî (p− 1)! ≡p −1.

Ó÷èìñÿ ãîâîðèòü.

1. ×èñëî p > 5 � ïðîñòîå. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç p− 1 åäèíèöû, äåëèòñÿ íà p.

2. ×èñëî n � íå÷åòíî. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 2n! − 1 äåëèòñÿ íà n.

3. ×èñëî p � ïðîñòîå. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî (2p− 1)!− p äåëèòñÿ íà p2.

4. a) Íàéäèòå ôîðìóëó äëÿ ϕ(pα), ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, α � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

b) Íàéäèòå ôîðìóëó äëÿ ϕ(n), åñëè èçâåñòíî ðàçëîæåíèå n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, à òàêæå ñòåïåíè
âõîæäåíèÿ ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé â n.

5. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîêðàñèòü êàðóñåëü èç p âàãîí÷èêîâ (÷èñëî p � ïðîñòîå), åñëè îäèíà-
êîâûìè ñ÷èòàþòñÿ ðàñêðàñêè, ñîâìåùàþùèåñÿ ïîâîðîòîì. Âûâåäèòå îòñþäà ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà.

6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà a

a) a5 − a äåëèòñÿ íà 30;

b) a17 − a äåëèòñÿ íà 510;

c) a11 − a äåëèòñÿ íà 66.

7. Äîêàæèòå ÷òî â ëþáîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè a, a + d, a + 2d, . . . , a + nd, . . ., ñîñòàâëåííîé èç
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, åñòü áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ, â ðàçëîæåíèè êîòîðûõ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè
âõîäÿò â òî÷íîñòè îäíè è òå æå ïðîñòûå ÷èñëà.

8. Ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî a äîêàæèòå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ýêâèâàëåíòíîå ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà:
åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî a ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå ap ≡p a.

9. Äîêàæèòå, ÷òî íè ïðè êàêîì öåëîì k ÷èñëî k2 + k + 1 íå äåëèòñÿ íà 101.

Ó÷èìñÿ ïèñàòü.

10. Äëÿ êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ÷èñëî (n− 1)! äåëèòñÿ íà n?

11. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k > n ñóùåñòâåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñ ñóììîé
öèôð ðàâíîé k, êîòîðîå äåëèòñÿ íà n?


