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Ïàðîñî÷åòàíèÿ.

Ó÷èìñÿ ãîâîðèòü.

1. Â êîìïàíèè èç íåñêîëüêèõ þíîøåé è íåñêîëüêèõ äåâóøåê íåêîòîðûå þíîøè çíàêîìû ñ íåêîòîðûìè
äåâóøêàìè. Îäíà ñâàõà ñêàçàëà: ¾ß ìîãó æåíèòü âñåõ áëîíäèíîâ òàê, ÷òîáû êàæäûé æåíèëñÿ íà
çíàêîìîé åìó äåâóøêå¿. Âòîðàÿ ñâàõà åé îòâåòèëà: ¾À ÿ ìîãó îòäàòü çàìóæ âñåõ áðþíåòîê: êàæ-
äàÿ âûéäåò çàìóæ çà çíàêîìîãî åé þíîøó!¿ Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ìîæíî ñäåëàòü è òî è äðóãîå
îäíîâðåìåííî.

Îïðåäåëåíèå. Ïàðîñî÷åòàíèåì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ðåáåð, íå èìåþùèõ îáùèõ êîíå÷íûõ
âåðøèí.

2. Äîêàæèòå Òåîðåìó Õîëëà: Äâóäîëüíûé ãðàô G ñ äîëÿìè A è B óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëî-
âèþ: åñëè âçÿòü ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî M âåðøèí èç äîëè A, íàéäåòñÿ íå ìåíåå |M | âåðøèí â äîëå
B, ñìåæíûõ õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé èç M (ãäå |M | � ýòî ÷èñëî âåðøèí â M). Òîãäà â ãðàôå G
åñòü òàêîå ïàðîñî÷åòàíèå, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà äîëè A ÿâëÿåòñÿ êîíöîì îäíîãî èç ðåáåð.

Óêàçàíèå: âîçüìåì ïàðîñî÷åòàíèå, ïðè êîòîðîì â A íàéäåòñÿ âåðøèíà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ êîíöîì åãî
ðåáðà. Âîçüìèòå ýòó âåðøèíó è ïîñòðîéòå ïàðîñî÷åòàíèå ñ áîëüøèì ÷èñëîì ðåáåð.

Ïðè ðåøåíèè ñëåäóþùèõ çàäà÷ ðàçðåøàåòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Õîëëà, â òîì ÷èñëå åñëè âàì íå
óäàëîñü åå äîêàçàòü.

3. Â äâóäîëüíîì ãðôàå ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ðàâíû k. Äîêàæèòå, ÷òî ðåáðà ãðàôà ìîæíî ïîêðàñèòü â
k öâåòîâ òàê, ÷òîáû äâà ðåáðà îäíîãî öâåòà íå èìåëè îáùèõ êîíöîâ.

Îïðåäåëåíèå. Âåðøèííûì ïîêðûòèåì ãðàôà íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âåðøèí òàêîå, ÷òî ëþáîå ðåá-
ðî ãðàôà èìååò õîòÿ áû îäíó êîíå÷íóþ âåðøèíó èç ýòîãî ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå. Âåðøèííîå ïîêðûòèå íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì, åñëè íèêàêîå äðóãîå âåðøèííîå
ïîêðûòèå íå ñîäåðæèò ìåíüøåãî ÷èñëà âåðøèí.

Îïðåäåëåíèå. Ïàðîñî÷åòàíèå íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè íèêàêîå äðóãîå ïàðîñî÷åòàíèå íå
ñîäåðæèò áîëüøåãî ÷èñëà ðåáåð.

Êîììåíòàðèé: êîíå÷íî, ìèíèìàëüíûõ âåðøèííûõ ïîêðûòèé ìîæåò áûòü áîëüøå îäíîãî. Êàê è
ìàêñèìàëüíûõ ïàðîñî÷åòàíèé.

4. Òåîðåìà Ê¼íèãà. Â äâóäîëüíîì ãðàôå ÷èñëî ðåáåð â ìàêñèìàëüíîì ïàðîñî÷åòàíèè ðàâíî ÷èñëó
âåðøèí â ìèíèìàëüíîì âåðøèííîì ïîêðûòèè.

a) Äîêàæèòå òåîðåìó Ê¼íèãà ¾â ëåãêóþ ñòîðîíó¿: ÷èñëî ð¼áåð â íàèáîëüøåì ïàðîñî÷åòàíèè íå
áîëüøå ÷èñëà âåðøèí â íàèìåíüøåì âåðøèííîì ïîêðûòèè.

b) Ïåðâûé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ¾â ñëîæíóþ ñòîðîíó¿. Âûáåðèòå ïðîèçâîëüíîå ìèíèìàëüíîå âåð-
øèííîå ïîêðûòèå. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ïàðîñî÷åòàíèå, ÷èñëî ðåáåð â êîòîðîì ðàâíî ÷èñëó
âåðøèí â âûáðàííîì ïîêðûòèè.
Óêàçàíèå: òåîðåìà Õîëëà � ïðåêðàñíûé ïîìîùíèê ïðè ïîèñêå ïàðîñî÷åòàíèé!

c) * Âòîðîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ¾â ñëîæíóþ ñòîðîíó¿. Âûáåðèòå ïðîèçâîëüíîå ìàêñèìàëüíîå
ïàðîñî÷åòàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ âåðøèííîå ïîêðûòèå ñ ÷èñëîì âåðøèí, ðàâíûì ÷èñëó
ðåáåð â âûáðàííîì ïàðîñî÷åòàíèè.

5. Äîêàæèòå, ÷òî òåîðåìà Õîëëà ñëåäóåò èç òåîðåìû Ê¼íèãà.


