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Ãðàôû. Çàíÿòèå òðåòüå. Ðàçáîð ïèñüìåííîãî çàäàíèÿ.

9. Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíî n ïðÿìûõ. Êàæäàÿ ïåðåñåêàåòñÿ ðîâíî ñ 55 äðóãèìè. Íàéäèòå
n. (Óêàæèòå âñå âîçìîæíîñòè.)

Âñå ïðÿìûå ðàçáèâàþòñÿ íà íåñêîëüêî ãðóïï: ïðÿìûå â îäíîé ãðóïïå ïàðàëëåëüíû ìåæäó ñîáîé,
à ïðÿìûå èç ðàçíûõ ãðóïï � íå ïàðàëëåëüíû. Âñåãî ïðÿìûõ n, êàæäàÿ ïåðåñåêàåò 55 ïðÿìûõ ⇒
êàæäàÿ ïðÿìàÿ íå ïåðåñåêàåò 55 − n ïðÿìûõ ⇒ â êàæäîì êëàññå n − 55 ïðÿìûõ. Ïóñòü ê âñåãî k

ãðóïï. Òîãäà n = (n− 55)k ⇒ 55k = n(k− 1)⇒ 55k
... k− 1. Íî k è k− 1 âçàèìíî ïðîñòû ⇒ 55

... k− 1.
k − 1 íàòóðàëüíî, ó ÷èñëà 55 åñòü ÷åòûðå íàòóðàëüíûõ äåëèòåëÿ: 1, 5, 11, 55 ⇒ k − 1 = 1, 5, 11 èëè
55 ⇒ k = 2, 6, 12 èëè 56. Íî 55k = n(k − 1)⇒ n = 55k/(k − 1)⇒ n = 110, 66, 60 èëè 56.

Ïîêàæåì, ÷òî âñå ÷åòûðå âàðèàíòà âîçìîæíû. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüì¼ì íà ïëîñêîñòè k ãðóïï ïà-
ðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ïî 55/(k − 1) ïðÿìîé â êàæäîé ãðóïïå ïðè k = 2, 6, 12, 56. Òîãäà âñåãî áóäåò
âçÿòà 55k/(k − 1) ïðÿìàÿ, ýòî ðàâíî êàê ðàç 110, 66, 60, 56 ïðè k = 2, 6, 12, 56 ñîîòâåòñòâåííî. Â
êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ëþáàÿ ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò 55k(k − 1)− 55/(k − 1) = 55 äðóãèõ ïðÿìûõ, ÷òî
è òðåáîâàëîñü.

Êîììåíòàðèé: â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ ïîëó÷åí âåðíûé îòâåò, äîêàçàíî, ÷òî íèêàêèõ âàðèàíòîâ, êðî-
ìå ýòèõ ÷åòûðåõ, íå ìîæåò áûòü, íî íå íàïèñàíî, ïî÷åìó ýòè ÷åòûðå âîçìîæíû. Îäíàêî îá ýòîì
íàäî ïèñàòü. Àíòèïðèìåð: â îäíîé èç ðàáîò â îòâåò, ïîìèìî ÷åòûðåõ ïðàâèëüíûõ, âûäàíû è äðóãèå
âàðèàíòû. Ðàçóìååòñÿ, àâòîð íå äîêàçàë, ïî÷åìó äëÿ âñåõ íàéäåííûå èì îòâåòîâ ñóùåñòâóåò íàáîð
ïðÿìûõ.

10. Äàí êëåò÷àòûé êâàäðàò 20 × 20. M åãî êëåòîê ïîêðàøåíû â ÷åðíûé öâåò, îñòàëüíûå �
â áåëûé. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÷åòâåðêè êëåòîê, öåíòðû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âåðøèíà-
ìè ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàì êâàäðàòà. Åñëè â êàêîé-òî
ìîìåíò òðè êëåòêè èç îäíîé ÷åòâåðêè îêðàøåíû â ÷åðíûé öâåò, òî ÷åðåç ìèíóòó è ÷åò-
âåðòàÿ êëåòêà îêðàøèâàåòñÿ â ÷åðíûé. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì M ìîæåò îêàçàòüñÿ òàê,
÷òî âåñü êâàäðàò ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ñòàíåò ÷åðíûì?

Îòâåò: ïðè M = 39

Ïðèìåð: ïóñòü èñõîäíî ïîêðàøåíû âñå êëåòêè îäíîãî ñòîëáöà è îäíîé ñòðîêè. Ïîêðàøåíî 20+20−
1 = 39 êëåòîê. ×åðåç ìèíóòó âñå êëåòêè ñòàíóò ÷åðíûìè.

Îöåíêà: Ðàññìîòðèì äâóäîëüíûé ãðàô ñ 20 âåðøèíàìè â êàæäîé äîëå: âåðøèíû ïåðâîé äîëè ñî-
îòâåòñòâóþò ñòðîêàì, âåðøèíû âòîðîé äîëè � ñòîëáöàì. Ñîåäèíÿåì ñòðîêó è ñòîëáåö ðåáðîì, åñëè
êëåòêà íà èõ ïåðåñå÷åíèè ïîêðàøåíà â ÷åðíûé. Äîïóñòèì, ÷òî èñõîäíî â ãðàôå ïðîâåäåíî M < 39
ðåáåð. Âåðøèí 40 ⇒ ãðàô íåñâÿçåí.

×òî ïðîèñõîäèò, êîãäà ìû ïåðåêðàøèâàåì áåëóþ êëåòêó â ÷åðíûé? Ïåðåêðàøèâàåìàÿ êëåòêà a ñî-
äåðæèòñÿ â ÷åòâåðêå êëåòîê, îáðàçóþùèõ ïðÿìîóãîëüíèê. Ýòè ÷åòûðå êëåòêè ñîäåðæàòñÿ â äâóõ
ñòðîêàõ è äâóõ ñòîëáöàõ. Â ãðàôå ýòèì ñòðîêàì è ñòîëáöàì ñîîòâåòñòâóþò ÷åòûðå âåðøèíû, ïî äâå
èç êàæäîé äîëè. Òðè èç ÷åòûðåõ âîçìîæíûõ ðåáåð ìåæäó íèìè óæå ïðîâåäåíû (ýòè ð¼áðà � ýòî
òðè ÷åðíûå êëåòêè èç ÷åòâåðêè êëåòîê), ïîýòîìó âñå ÷åòûðå âåðøèíû ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå
ñâÿçíîñòè. Ïåðåêðàøèâàÿ êëåòêó, ìû ïðîâîäèì ÷åòâåðòîå ðåáðî. Íîâîå ðåáðî ñîåäèíÿåò âåðøèíû èç
îäíîé êîìïîíåíòû ⇒ ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè íå èçìåíèëîñü.

Èñõîäíî êîìïîíåíò áîëüøå îäíîé ⇒ âñåãäà áóäåò áîëüøå îäíîé êîìïîíåíòû ⇒ ãðàô âñåãäà áóäåò
íåñâÿçåí. Íî åñëè âñå êëåòêè êâàäðàòà ÷åðíûå, òî èìååì ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô, à îí ñâÿçåí.
Ïðîòèâîðå÷èå.


