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Ãðàôû. Çàíÿòèå âòîðîå. Ðàçáîð ïèñüìåííîãî çàäàíèÿ.

11. Ãîðîä èìååò ôîðìó êâàäðàòà 5× 5. Ñòîðîíû êâàäðàòîâ ðàçáèåíèÿ � ýòî óëèöû ãîðîäà.
Êàêóþ íàèìåíüøóþ äëèíó ìîæåò èìåòü ìàðøðóò, åñëè íóæíî ïðîéòè ïî êàæäîé óëèöå
ýòîãî ãîðîäà è âåðíóòüñÿ â èñõîäíîå ìåñòî? (Ïî êàæäîé óëèöå ìîæíî ïðîõîäèòü ëþáîå
÷èñëî ðàç.)

Îòâåò: 68.

Îöåíêà: Âîçüìåì ãðàô: âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò 36 âåðøèíàì êâàäðàòèêîâ ðàçáèåíèÿ, ðåáðà ñîîò-
âåòñòâóþò óëèöàì (ò. å. ñòîðîíàì êâàäðàòèêîâ). Âîçüìåì öèêë, ïðîõîäÿùèé õîòÿ áû ðàç ïî âñåì
ðåáðàì. Â ãðàôå ðîâíî 16 âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè: ýòî âåðøèíû, ëåæàùèå ãðàíèöå êâàäðàòà, íî
íå â óãëàõ. Èç êàæäîé âåðøèíû íå÷åòíîé ñòåïåíè âûõîäèò õîòÿ áû îäíî ðåáðî, êîòîðîå ïðîéäåíî
õîòÿ áû äâàæäû. Ñëåäîâàòåëüíî, õîòÿ áû 16/2 = 8 ðåáåð ïðîéäåíî õîòÿ áû äâàæäû. Âñåãî â ãðàôå
5 · 6 + 5 · 6 = 60 ðåáåð ⇒ äëèíà öèêëà íå ìåíüøå 60 + 8 = 68.

Ïðèìåð: Äîáàâèì â íàø ãðàô åùå 8 ðåáåð òàê, ÷òîáû âñå âåðøèíû ñòåïåíè 3 ñòàëè èìåòü ñòåïåíü 4.
Äëÿ ýòîãî ïðîäóáëèðóåì ïî äâà ðåáðà íà êàæäîé ñòîðîíå êâàäðàòà (òî åñòü äåëàåì 8 ðåáåð êðàòíîñòè
äâà). Òåïåðü â ãðàôå 68 ðåáåð, è â íåì åñòü ýéëåðîâ öèêë, òàê êàê ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ÷åòíû. Ýòîò
öèêë è äàåò íóæíûé ïðèìåð.

12. Ïðè êàêèõ n ìîæíî â âåðøèíàõ n-óãîëüíèêà ðàññòàâèòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàê, ÷òîáû
íà êàæäîé ñòîðîíå îäíî ÷èñëî äåëèëîñü íà äðóãîå, à äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ïàð ÷èñåë
òàêîãî íå áûëî?

Îòâåò: ïðè âñåõ ÷åòíûõ n ≥ 4 è ïðè n = 3.

Ïðèìåðû:

n = 3. Ïîñòàâèì â âåðøèíû òðåóãîëüíèêà òðè îäèíàêîâûõ ÷èñëà.

n = 4. Ïîñòàâèì â ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû êâàäðàòà 2 è 3, à â îñòàâøèåñÿ 3 · 22 è 2 · 33.
n = 2k, k > 2. Ïîñòàâèì â ïîëîâèíó âåðøèí ÷åðåç îäíî k ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Â îñòàâøèåñÿ
âåðøèíû ïîñòàâèì ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ â ñîñåäíèõ âåðøèíàõ.

Åñëè âçÿòü äâà ÷èñëà íà êîíöàõ îäíîé ñòîðîíû, òî îäíî íà äðóãîå äåëèòñÿ.

Âîçüìåì äâà ÷èñëà èç íå ñîñåäíèõ âåðøèí. Åñëè îíè îáà ïðîñòûå, òî íè îäíî èç íèõ íà äðóãîå
íå äåëèòñÿ, òàê êàê ìû ðàññòàâëÿëè ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Åñëè îíè îáà � ïðîèçâåäåíèå äâóõ
ïðîñòûõ, òî îíè ðàçëè÷íû (òàê êàê k > 2). Çíà÷èò, íè îäíî èç íèõ íå äåëèòñÿ íà äðóãîå. Åñëè îäíî
èç íèõ � ïðîñòîå, à äðóãîå � ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðîñòûõ, òî ïåðâîå, î÷åâèäíî, íå äåëèòñÿ íà âòîðîå,
à âòîðîå íå äåëèòñÿ íà ïåðâîå, òàê êàê ÷èñëà íå ñîñåäíèå.

Çíà÷èò, ïðèìåð ðàáîòàåò.

Ïóñòü òåïåðü n > 3 íå÷¼òíî. Äîïóñòèì, ÷òî ìîæíî ðàññòàâèòü ÷èñëà, êàê òðåáóåòñÿ â óñëîâèè.
Íà êàæäîé ñòîðîíå ÷èñëî â îäíîì êîíöå äåëèòñÿ íà ÷èñëî â äðóãîì. Ïîñòàâèì íà êàæäîé ñòîðîíå
ïîñòàâèì ñòðåëêó, èäóùóþ îò ÷èñëà, êîòîðîå äåëèòñÿ ê ÷èñëó, íà êîòîðîå îíî äåëèòñÿ. Åñëè äâà
÷èñëà îäèíàêîâû, ïîñòàâèì ñòðåëêó â ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè.

Óòâåðæäåíèå 1. Ñòðåëêè íà ñîñåäíèõ ñòîðîíàõ èäóò â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íå òàê, åñòü äâå ñîñåäíèå ñòîðîíû, è ñòðåëêè íà íèõ èäóò îáå â íàïðàâëåíèè

ïî ÷àñîâîé. Îáîçíà÷èì ÷èñëà íà êîíöàõ ýòèõ ñòîðîí ÷åðåç , b è c; òîãäà a
...b, b

...c ⇒ a
...c. Íî n > 3 ⇒ b

è c íå ñîåäèíåíû ñòîðîíîé ìíîãîóãîëüíèêà. Ïðîòèâîðå÷èå.

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ íà ñòîðîíàõ ÷åðåäóþòñÿ ñòðåëêè, èäóùèå ïî ÷àñîâîé è ïðîòèâ ÷àñîâîé. Çíà÷èò,
ñòîðîí ÷åòíîå ÷èñëî. Ïðîòèâîðå÷èå.

Êîììåíòàðèé: Ïðè n = 4 íå ðàáîòàåò ïðèìåð, ïîñòðîåííûé íàìè äëÿ ÷åòíûõ n > 4, âåäü â ýòîì
ïðèìåðå â îäíîé èç ïàð ïðîòèâîïîëîæíûõ âåðøèí êâàäðàòà ñòîÿò ðàâíûå ÷èñëà, à îíè äåëÿòñÿ äðóã
íà äðóãà! Òàêæå â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ ñëó÷àé n = 3 íå ðàññìàòðèâàëñÿ îòäåëüíî, à áûë �ðàçîáðàí� ñ
ïîìîùüþ îáùåãî ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûì ìû ðàçîáðàëè ñëó÷àé íå÷åòíîãî n > 3. Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ
íåâåðíûé îòâåò. Áóäüòå îñòîðîæíû! Èíîãäà îáùèå ðàññóæäåíèÿ íå ðàáîòàþò â ìàëåíüêèõ ñëó÷àÿõ.


