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Ãåðöîãè. Ðàçáîð ïèñüìåííîãî çàäàíèÿ.

14. Â íåêîòîðîì ãîðîäå åñòü òðè òóïèêà, à íà êàæäîì ïåðåêð¼ñòêå ñõîäÿòñÿ ðîâíî

òðè óëèöû. Êî äíþ ãîðîäà óëèöû ïîêðàñèëè â òðè öâåòà òàê, ÷òîáû íà êàæ-

äîì ïåðåêð¼ñòêå ñõîäèëèñü óëèöû òð¼õ ðàçíûõ öâåòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî äîðîãè,

âåäóùèå â òóïèêè, ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.

Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì ãðàô G, â êîòîðîì âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò ãîðîäàì, à ðåáðàì
ñîîòâåòñòâóþò óëèöû. Ðåáðà G ïîêðàøåíû â òðè öâåòà. Â G åñòü òðè âåðøèíû ñòåïåíè 1
(òóïèêè) è k âåðøèí ñòåïåíè 3 (ïåðåêðåñòêè). Ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí G ÷åòíà ⇒ k
íå÷åòíî. Âûêèíåì èç ãðàôà âñå ðåáðà âòîðîãî è òðåòüåãî öâåòîâ. Òåïåðü êàæäûé èç k
ïåðåêðåñòêîâ èìååò ñòåïåíü 1. Çíà÷èò, õîòÿ áû îäèí èç òóïèêîâ èìååò ñòåïåíü íå 0 (èíà÷å
ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí ïîñëå âûêèäûâàíèÿ ðàâíà k, à k íå÷åòíî, ïðîòèâîðå÷èå).
Çíà÷èò, õîòÿ áû èç îäíîãî òóïèêà âåäåò äîðîãà öâåòà 1. Àíàëîãè÷íî õîòÿ áû èç îäíîãî
òóïèêà âåäåò äîðîãà öâåòà 2, öâåòà 3. Âûâîä: äîãîðè, âåäóùèå â òóïèêè, ïîêðàøåíû â
ðàçíûå öâåòà, ×ÒÄ.

15. Â ñòðàíå 100 ãîðîäîâ è íåñêîëüêî äîðîã. Êàæäàÿ äîðîãà ñîåäèíÿåò äâà êàêèõ-òî

ãîðîäà, äîðîãè íå ïåðåñåêàþòñÿ. Èç êàæäîãî ãîðîäà ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþ-

áîãî äðóãîãî, äâèãàÿñü ïî äîðîãàì. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî îáúÿâèòü íåñêîëüêî

äîðîã ãëàâíûìè òàê, ÷òîáû èç êàæäîãî ãîðîäà âûõîäèëî íå÷¼òíîå ÷èñëî ãëàâ-

íûõ äîðîã.

Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì ãðàô: âåðøèíû � ãîðîäà, ðåáðà � äîðîãè. Íàçîâåì ïîäìíîæåñòâî
ðåáåð ãðàôà õîðîøèì, åñëè êàæäàÿ âåðøèíà èìååò íå÷åòíóþ ñòåïåíü ïî âûáðàííûì ðåá-
ðàì. Âûäåëèì â ãðàôå îñòîâíîå äåðåâî G. Ëþáîå õîðîøåå ïîäìíîæåñòâî ðåáåð â äåðåâå G
ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì è äëÿ âñåãî ãðàôà, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî íàéòè õîðîøåå ïîäìíîæåñòâî
äëÿ G.

Ïîäâåñèì G çà ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó a. Òîãäà èç êàæäîé âåðøèíû, êðîìå a, èäåò åäèí-
ñòâåííîå ðåáðî íàâåðõ (ò. å. â âåðøèíó ïðåäûäóùåãî ÿðóñà). Äëÿ êàæäîé âåðøèíû íèæ-
íåãî ÿðóñà âûáåðåì ðåáðî, èäóùåå èç íåå ââåðõ. Ïîñëå ýòîãî äëÿ êàæäîé âåðøèíû âòîðîãî
ñíèçó ÿðóñà ïðîâåäåì òàêóþ ïðîöåäóðó: åñëè åå ñòåïåíü ïî óæå âûáðàííûì ðåáðàì áûëà
÷åòíîé, òî âûáåðåì ðåáðî, èäóùåå èç âåðøèíû ââåðõ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îñòàâèì ðåáðî
íåâûáðàííûì. Ïîòîì ïðîäåëàåì òó æå ïðîöåäóðó äëÿ òðåòüåãî ñíèçó ÿðóñà è òàê äàëåå
ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ âñåõ ÿðóñîâ, êðîìå ñàìîãî âåðõíåãî (êîòîðûé ñîñòîèò òîëüêî èç âåð-
øèíû a). Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ íàøåé ïðîöåäóðû íàä ÿðóñîì ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ÿðóñà ïî
âûáðàííûì ðåáðàì ñòàíîâÿòñÿ íå÷åòíûìè, è äàëåå ýòè ñòåïåíè óæå íå èçìåíÿþòñÿ. Ïî-
ýòîìó â êîíöå ïðîöåäóðû ó âñåõ âåðøèí, êðîìå, ìîæåò áûòü, a, áóäóò íå÷åòíûå ñòåïåíè
ïî âûáðàííûì ðåáðàì. Íî ñóììà âñåõ ñòåïåíåé ïî âûáðàííûì ðåáðàì ÷åòíà (ïî ëåììå î
ðóêîïîæàòèÿõ), âåðøèí â ãðàôå 100 (÷åòíîå ÷èñëî) ⇒ ñòåïåíü a òîæå íå÷åòíà. Òî åñòü
âûáðàííûå ðåáðà îáðàçóþò õîðîøåå ïîäìíîæåñòâî, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Êîììåíòàðèé: Ïîäâåøèâàíèåì ñâÿçíîãî ãðàôà çà âåðøèíó íàçûâàåòñÿ òàêîå ðàçáèåíèå
âåðøèí ãðàôà íà ÿðóñû: ñíà÷àëà áåðåì êîðåíü (òî åñòü âåðøèíó, çà êîòîðóþ ïîäâåøèâà-
åì) è îïðåäåëÿåì åãî â íóëåâîé (âåðõíèé) ÿðóñ. Ïîòîì âñå âåðøèíû, ñìåæíûå ñ êîðíåì,
îïðåäåëÿåì â ïåðâûé ÿðóñ. Ïîòîì âñå âåðøèíû, ñìåæíûå õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé ïåð-
âîãî ÿðóñà, íî íå âîøåäøèå â íóëåâîé è ïåðâûé ÿðóñ, îòíîñèì âî âòîðîé ÿðóñ, . . . , âñå
âåðøèíû, ñìåæíûå õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé i-ãî ÿðóñà, íî íå âîøåäøèå â ÿðóñû ñ 0-ãî
ïî i-é, îòíîñèì â i+ 1-é ÿðóñ è ò. ä., ïîêà âñå âåðøèíû íå áóäóò îïðåäåëåíû â ñâîé ÿðóñ.


