
Óáåãàþùèå Îá îäíîé èçâåñòíîé Ëåììå 16 íîÿáðÿ 2016

Ëåììà Õîëëà. Åñòü n þíîøåé è íåñêîëüêî äåâóøåê. Òîãäà âñå þíîøè

ìîãóò âûáðàòü ïî íåâåñòå èç ÷èñëà ñâîèõ çíàêîìûõ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

ëþáîìó íàáîðó èç k þíîøåé â ñîâîêóïíîñòè çíàêîìû íå ìåíåå k äåâóøåê.

1. Ïðÿìîóãîëüíûé ëèñò áóìàãè ðàçáèò íà 100 ìíîãîóãîëüíèêîâ îäèíàêî-

âîé ïëîùàäè ñ îäíîé ñòîðîíû è íà 100 äðóãèõ òîé æå ïëîùàäè ñ îáðàòíîé

ñòîðîíû. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ëèñò ìîæíî ïðîòêíóòü 100 èãîëêàìè òàê, ÷òî

êàæäûé ìíîãîóãîëüíèê áóäåò ïðîòêíóò ïî ðàçó.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ðåáðà äâóäîëüíîãî ãðàôà, ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû êîòî-

ðîãî ðàâíà k, ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â k öâåòîâ (èç êàæäîé âåðøèíû
äîëæíû âûõîäèòü ðåáðà âñåõ öâåòîâ ïî îäíîìó ðàçó).

3. Ëàòèíñêèì íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê m x n, m ≤ n, çàïîëíåííûé ÷èñ-

ëàìè îò 1 äî n, òàêîé, ÷òî â êàæäîé ñòðî÷êå è â êàæäîì ñòîëáöå ÷èñëà

ðàçëè÷íû. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ëàòèíñêèé ïðÿìîóãîëüíèê ìîæíî äîïîë-

íèòü äî ëàòèíñêîãî êâàäðàòà n x n.

4. Äàíû k ìàëü÷èêîâ è 2k−1 êîíôåòà. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî äàòü êàæäîìó
ìàëü÷èêó ïî êîíôåòå òàê, ÷òîáû ìàëü÷èêó, êîòîðîìó íå íðàâèòñÿ åãî êîí-

ôåòà, íå íðàâèëèñü è êîíôåòû îñòàëüíûõ ìàëü÷èêîâ (÷òîáû íå ñîçäàâàòü

ïðåäïîñûëîê äëÿ äðàêè).

5. Â ìíîæåñòâå A 2013 ýëåìåíòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî êî âñåì 1001-ýëåìåíòíûì
ïîäìíîæåñòâàì ìîæíî äîáàâèòü ïî îäíîìó ýëåìåíòó òàê, ÷òîáû âñå ïîëó-

÷èâøèåñÿ 1002-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà áûëè áû ðàçëè÷íû.

6. Ïóñòü â òàáëèöå n x n çàïèñàíû íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà è ñóììû ÷èñåë â

êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå ðàâíû 1. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü
n êëåòîê òàáëèöû, èç êîòîðûõ íèêàêèå äâå íå ñòîÿò â îäíîì è òîì æå ñòîëáöå

è â îäíîé è òîé æå ñòðîêå, è ïðè ýòîì â êàæäîé âûáðàííîé êëåòêå ÷èñëî

áóäåò ïîëîæèòåëüíûì.

7. Â ëàãåðü ïðèåõàëè m ìàëü÷èêîâ è d äåâî÷åê. Êàæäàÿ äåâî÷êà çíàêîìà

íå áîëåå, ÷åì ñ 10 ìàëü÷èêàìè, à êàæäûé ìàëü÷èê � íå ìåíåå, ÷åì ñ îäíîé

äåâî÷êîé. Îêàçàëîñü, ÷òî ó êàæäîãî ìàëü÷èêà áîëüøå çíàêîìûõ äåâî÷åê,

÷åì ó ëþáîé çíàêîìîé ñ íèì äåâî÷êè � çíàêîìûõ ìàëü÷èêîâ. Äîêàæèòå,

÷òî d ≥ 1, 1m.

8. Â òåñòå ïî îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêå áûëî n çàäà÷. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáûõ

äâóõ øêîëüíèêîâ åñòü çàäà÷à êîòîðóþ ðåøèë ïåðâûé, íî íå ðåøèë âòîðîé

è íàîáîðîò. Íàéäèòå íàèáîëüøîå âîçìîæíîå ÷èñëî ó÷àñòíèêîâ.
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