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0. (Задача-напоминание того, что происходило в предыдущем листике, сдавать не нужно)

По двум пересекающимся в точке 𝑃 прямым с постоянными не обязательно равными скоро-
стями 𝑢⃗ и 𝑣⃗ едут две точки 𝑋𝑡 и 𝑌𝑡. Тогда описанные окружности всех треугольников 𝑃𝑋𝑡𝑌𝑡

при всех 𝑡 ∈ R проходят через фиксированную точку 𝑍, которая является центром поворотной
гомотетии, переводящей точку 𝑋0 + вектор её скорости 𝑢⃗ в точку 𝑌0 + вектор её скорости 𝑣⃗.

1. Пусть в обозначениях предыдущей задачи скорости равны: |𝑢⃗| = |𝑣⃗|. Докажите, что центр
поворота, переводящего ∀ 𝑡 ∈ R точки 𝑋𝑡 в 𝑌𝑡, лежит на биссектрисе угла между траекториями.

2. (Леммы о воробьях ) На сторонах 𝐴𝐵, 𝐴𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 отмечены точки 𝐶1, 𝐵1 соответ-
ственно. Пусть 𝐼 — центр вписанной в треугольник окружности, а 𝐴0 — середина дуги 𝐵𝐴𝐶
описанной окружности.

а) Докажите, что 𝐵𝐶1 = 𝐶𝐵1 тогда и только тогда, когда 𝐴, 𝐵1, 𝐶1, 𝐴0 лежат на одной
окружности.

б) Докажите, что 𝐵𝐶1 +𝐶𝐵1 = 𝐵𝐶 тогда и только тогда, когда 𝐴, 𝐵1, 𝐶1, 𝐼 лежат на одной
окружности.

3. Точки 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 выбраны на сторонах 𝐵𝐶, 𝐶𝐴 и 𝐴𝐵 треугольника 𝐴𝐵𝐶 следующим образом:
𝐴𝐵1 −𝐴𝐶1 = 𝐶𝐴1 −𝐶𝐵1 = 𝐵𝐶1 −𝐵𝐴1. В треугольник 𝐴𝐵𝐶 вписана окружность с центром 𝐼.
Пусть 𝐼𝐴 и 𝑂𝐴 — центры вписанной и описанной окружностей треугольника 𝐴𝐵1𝐶1 соответ-
ственно; 𝐼𝐵, 𝑂𝐵, 𝐼𝐶 , 𝑂𝐶 определяются аналогично.

а) Докажите, что центр описанной окружности треугольника 𝐼𝐴𝐼𝐵𝐼𝐶 совпадает с 𝐼.

б) Докажите, что центр вписанной окружности треугольника 𝑂𝐴𝑂𝐵𝑂𝐶 совпадает с 𝐼.

4. Биссектриса угла 𝐴 параллелограмма 𝐴𝐵𝐶𝐷 пересекает стороны 𝐵𝐶, 𝐶𝐷 в точках 𝑃 и 𝑄. До-
кажите, что центр описанной окружности треугольника 𝐶𝑃𝑄 лежит на описанной окружности
треугольника 𝐵𝐶𝐷.

5. На сторонах 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵 равнобедренного треугольника 𝐴𝐵𝐶 (𝐴𝐵 = 𝐴𝐶) выбраны такие
точки 𝑋, 𝑄, 𝑃 соответственно, что 𝐴𝑃𝑋𝑄 — параллелограмм. Докажите, что точка 𝑌 , сим-
метричная точке 𝑋 относительно 𝑃𝑄, лежит на описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶.

6. На стороне 𝐵𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 отмечена точка 𝐷. Обозначим через 𝐼1 и 𝐼2 центры впи-
санных окружностей треугольников 𝐴𝐵𝐷 и 𝐴𝐶𝐷 соответственно. Пусть 𝐾 — точка касания
вписанной в треугольник 𝐴𝐵𝐶 окружности со стороной 𝐵𝐶. Докажите, что ∠𝐼1𝐾𝐼2 = 90∘.

7. (11.8 финала всероссийской олимпиады 2011, страшно? ) Дан неравнобедренный треугольник
𝐴𝐵𝐶. Пусть 𝑁 — середина дуги 𝐵𝐴𝐶 его описанной окружности, а 𝑀 — середина стороны
𝐵𝐶. Обозначим через 𝐼1 и 𝐼2 центры вписанных окружностей треугольников 𝐴𝐵𝑀 и 𝐴𝐶𝑀
соответственно. Докажите, что точки 𝐼1, 𝐼2, 𝐴, 𝑁 лежат на одной окружности.


