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1. (Лемма о проекции вершины на биссектрису) Пусть 𝐵𝐶 — проекция вершины 𝐵 треугольника
𝐴𝐵𝐶 на биссектрису угла 𝐶, 𝐼 — центр вписанной окружности. Докажите утверждения:

а) 𝐵𝐶 лежит на биссектрисе угла 𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶;

б) 𝐵𝐶 лежит на средней линии, параллельной стороне 𝐴𝐶;

в) 𝐵𝐶 лежит на окружности, построенной на отрезке 𝐵𝐼 как на диаметре;

г) 𝐵𝐶 лежит на прямой, соединяющей точки касания вписанной в треугольник окружности
со сторонами 𝐴𝐵, 𝐴𝐶;

д) 𝐵𝐶 лежит на прямой, соединяющей точки касания вневписанной окружности треугольника
со стороной 𝐴𝐵 и продолжением стороны 𝐴𝐶.

2. Пусть 𝐵𝐶′ — проекция вершины 𝐵 треугольника 𝐴𝐵𝐶 на биссектрису внешнего угла при вер-
шине 𝐶. Сформулируйте самостоятельно и докажите утверждения, аналогичные задаче 1.

3. Докажите, что проекции вершины 𝐴 треугольника 𝐴𝐵𝐶 на биссектрисы внутренних и внешних
углов при вершинах 𝐵 и 𝐶 лежат на одной прямой.

4. Пусть 𝐵𝐶 и 𝐶𝐵 — проекции вершин 𝐵 и 𝐶 неравнобедренного треугольника 𝐴𝐵𝐶 на биссек-
трисы углов при вершинах 𝐶, 𝐵 соответственно. А ещё 𝐵1 — середина 𝐴𝐶, 𝐶1 — середина 𝐴𝐵.
Докажите, что прямые 𝐶1𝐵𝐶 и 𝐵1𝐶𝐵 пересекаются на стороне 𝐵𝐶.

5. Вписанная в треугольник 𝐴𝐵𝐶 окружность касается сторон 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵 в точках 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1

соответственно. Прямая, проходящая через 𝐴 параллельно 𝐵1𝐴1, пересекает прямую 𝐶1𝐴1 в
точке 𝑋. Прямая, проходящая через 𝐴 параллельно 𝐶1𝐴1, пересекает 𝐵1𝐴1 в точке 𝑌 . Дока-
жите, что прямая 𝑋𝑌 параллельна 𝐵𝐶.

6. На стороне 𝐴𝐵 прямоугольной трапеции 𝐴𝐵𝐶𝐷 (𝐴𝐷 ‖ 𝐵𝐶, ∠𝐴𝐵𝐶 = 90∘) нашлась такая
точка 𝑋, что ∠𝐴𝑋𝐷 = ∠𝐵𝑋𝐶. Пусть 𝑌 — проекция точки 𝑋 на прямую 𝐶𝐷. Докажите, что
описанная окружность треугольника 𝐴𝐵𝑌 проходит через середину 𝐶𝐷.

7. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 (𝐴𝐵 > 𝐴𝐶) проведены биссектриса 𝐴𝐿 и медиана 𝐴𝑀 . Прямая, про-
ведённая через 𝑀 параллельно стороне 𝐴𝐵, пересекает 𝐴𝐿 в точке 𝐷. Прямая, проведённая
через 𝐿 параллельно стороне 𝐴𝐶, пересекает 𝐴𝑀 в точке 𝐸. Докажите, что 𝐸𝐷 ⊥ 𝐴𝐷.

8. Вневписанная в треугольник 𝐴𝐵𝐶 окружность с центром 𝐼𝐴 (соответствующая вершине 𝐴)
касается его сторон/продолжений сторон в точках 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1. Пусть 𝑃 и 𝑄 — точки пересечения
пар прямых 𝐴1𝐶1 и 𝐶𝐼𝐴, 𝐴1𝐵1 и 𝐵𝐼𝐴. 𝐴𝑃 и 𝐴𝑄 пересекают 𝐵𝐶 в точках 𝑀 , 𝑁 . Докажите, что
точка 𝐴1 — середина 𝑀𝑁 .


