
9 êëàññ Ãîìîòåòèÿ 5 äåêàáðÿ 2015

Îïðåäåëåíèå. Ãîìîòåòèåé ñ öåíòðîì â òî÷êå O è êîýôôèöèåíòîì k 6= 0 íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâà-

íèå ïëîñêîñòè, êîòîðîå êàæäóþ òî÷êó A ïëîñêîñòè ïåðåâîäèò â òî÷êó A′ òàêóþ, ÷òî
−−→
OA′ = k

−→
OA.

1. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå äàííîé îòíîñèòåëüíî ñåðåäèí ñòîðîí íåêîòîðîãî êâàäðàòà,

îáðàçóþò êâàäðàò.

2. Â îêðóæíîñòè ω ïðîâåäåíà õîðäà AB. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîé ìåñòî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí

òðåóãîëüíèêîâ ABC, ãäå C ∈ ω.

3. a) Ëåììà Àðõèìåäà. Â îêðóæíîñòè ω ïðîâåäåíà õîðäà AB. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü, êàñàþùèåñÿ

õîðäû AB è äàííîé äóãè AB. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ äâå òî÷êè êàñàíèÿ, ïðîõîäèò ÷åðåç

ñåðåäèíó îñòàâøåéñÿ äóãè AB.
b) Ïóñòü îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ äàííîé äóãè AB è ïðîäîëæåíèÿ õîðäû AB çà òî÷êó B. Äîêàæèòå,

÷òî ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå äâå òî÷êè êàñàíèÿ, ïðîõîäÿò ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó.

4.Íà ïðÿìîóãîëüíîì ñòîëå ëåæèò n êðóãîâ ðàäèóñîìR òàê, ÷òî íèêàêèå äâà íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííõ

òî÷åê. Âåðíî ëè, ÷òî íà ýòîì ñòîëå ìîæíî ðàçìåñòèòü 4n êðóãîâ ðàäèóñîì R/2 òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâà

íå èìåëè îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê?

5. a) Äîêàæèòå, ÷òî íåðàâíûå òðåóãîëüíèêè ñ ïîïàðíî ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàìè ãîìîòåòè÷íû.

b) Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êè Ia, Ib, Ic � öåíòðû âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ ñòîðîí

BC, AC, AB ñîîòâåòñòâåííî, A1, B1, C1 � òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè BC,
AC, AB ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå IaA1, IbB1, IcC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

c) Äîêàæèòå, ÷òî îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà A1B1C1 ëåæèò íà ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû âïèñàí-

íîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà ABC.

6. Äàíû äâå êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè. Ïîñòðîéòå ïðÿìóþ, íà êîòîðîé ýòè îêðóæíîñòè âûñåêàþò

òðè ðàâíûõ îòðåçêà.

7. Äàíà îêðóæíîñòü, òî÷êà A íà íåé è òî÷êà M âíóòðè íåå. Ðàññìàòðèâàþòñÿ õîðäû BC, ïðîõîäÿùèå
÷åðåç M . Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí âñåõ òðåóãîëüíèêîâ ABC,
êàñàþòñÿ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé îêðóæíîñòè.

8. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD íà äèàãîíàëè AC îòìå÷åíà òî÷êà K. Îêðóæíîñòü ω1 ïðîõîäèò ÷åðåç

òî÷êó K è êàñàåòñÿ ïðÿìûõ AB è AD, ïðè÷¼ì âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ω1 ñ äèàãîíàëüþ AC ëåæèò

íà îòðåçêå AK. Îêðóæíîñòü ω2 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó K è êàñàåòñÿ ïðÿìûõ CB è CD, ïðè÷¼ì âòîðàÿ

òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ω2 ñ äèàãîíàëüþ AC ëåæèò íà îòðåçêå KC. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âñåõ ïîëîæåíèÿõ

òî÷êè K íà äèàãîíàëè AC ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå öåíòðû îêðóæíîñòåé ω1 è ω2, áóäóò ïàðàëëåëüíû

ìåæäó ñîáîé.
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