
Счёт отрезков и тригонометрия
группа 9-1
14.03.2016

1. На биссектрисе угла с вершиной 𝐴 отмечена точка 𝑃 . Через 𝑃 проводится случайная прямая,
пересекающая стороны угла в точках 𝐵 и 𝐶. Докажите, что величина 1

𝐴𝐵
+ 1

𝐴𝐶
не зависит от

выбора прямой.

2. Биссектриса угла 𝐴 остроугольного треугольника 𝐴𝐵𝐶 вторично пересекает его описанную
окружность в точке 𝐴0. Пусть 𝐵1 и 𝐶1 — середины 𝐴𝐶 и 𝐴𝐵 соответственно. Серединные
перпендикуляры к 𝐴𝐶 и 𝐴𝐵 пересекают прямую 𝐴𝐴0 в точках 𝐵2, 𝐶2. Докажите, что площади
треугольников 𝐴0𝐵1𝐵2 и 𝐴0𝐶1𝐶2 равны.

3. В угол 𝑀𝐴𝑁 (𝑀𝐴 = 𝑁𝐴) вписана окружность 𝜔 с центром 𝑂, так что 𝑀 , 𝑂, 𝑁 лежат на одной
прямой. На отрезках 𝐴𝑀 , 𝐴𝑁 отмечены случайные точки 𝐵, 𝐶 соответственно с условием, что
𝐵𝐶 касается 𝜔. Докажите, что величина 𝑀𝐵 ·𝑁𝐶 не зависит от выбора точек 𝐵, 𝐶.

4. Вписанная в треугольник 𝐴𝐵𝐶 окружность 𝜔 с центром 𝐼 касается сторон 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵 в
точках 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 соответственно. Отрезок 𝐴𝐼 пересекает 𝜔 в точке 𝑋. Пусть 𝑃 и 𝑄 — точки
пересечения пар прямых 𝐶1𝐴1 и 𝐵𝑋, 𝐵1𝐴1 и 𝐶𝑋 соответственно. Докажите, что 𝑃𝑄 ⊥ 𝐴𝐼.

5. В остроугольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведены биссектрисы 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1 и высота 𝐴𝐻𝐴.
Точка 𝐴* диаметрально противоположна точке касания вписанной в треугольник окружности
со стороной 𝐵𝐶. Докажите, что прямые 𝐵1𝐶1, 𝐴𝐴1 и 𝐴*𝐻𝐴 пересекаются в одной точке.

6. Дан треугольник 𝐴𝐵𝐶. Вневписанная окружность касается стороны 𝐴𝐵 в точке 𝐶𝐶 и про-
должения стороны 𝐵𝐶 в точке 𝐴𝐶 . Другая вневписанная окружность касается стороны 𝐴𝐶
в точке 𝐵𝐵 и продолжения стороны 𝐵𝐶 в точке 𝐴𝐵. Докажите, что прямые 𝐴𝐶𝐶𝐶 и 𝐴𝐵𝐵𝐵

пересекаются на высоте треугольника.

7. Вписанная в остроугольный треугольник 𝐴𝐵𝐶 окружность касается сторон 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵 в
точках 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 соответственно. Пусть 𝐴𝐻𝐴, 𝐵𝐻𝐵, 𝐶𝐻𝐶 — его высоты, а 𝐼𝐴, 𝐼𝐵, 𝐼𝐶 — центры
окружностей, вписанных в треугольники 𝐴𝐻𝐵𝐻𝐶 , 𝐵𝐻𝐶𝐻𝐴 и 𝐶𝐻𝐴𝐻𝐵 соответственно. Докажи-
те, что шестиугольник 𝐼𝐴𝐵1𝐼𝐶𝐴1𝐼𝐵𝐶1 — равносторонний.


