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Для простого 𝑝 и целого 𝑛 будем обозначать символом 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑛) степень, в которой число 𝑝 входит
в разложение числа 𝑛 на простые множители.

Лемма. Пусть 𝑎, 𝑏 — различные целые числа, 𝑘 — натуральное, 𝑝 — простое, не являющееся
делителем 𝑎, и пусть выполнено одно из условий 1 или 2. Тогда 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑎

𝑘− 𝑏𝑘) = 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑎− 𝑏)+ 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑘).
Условие 1: 𝑝 ̸= 2 и 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑎− 𝑏) > 1.
Условие 2: 𝑝 = 2 и 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑎− 𝑏) > 2.

0. (Доказательство леммы) Предположим, что 𝑎− 𝑏 делится на 𝑝, но 𝑎 не кратно 𝑝.

а) Докажите, что 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑎
𝑝 − 𝑏𝑝) > 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑎− 𝑏).

б) Докажите, что 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑎
𝑠 − 𝑏𝑠) = 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑎− 𝑏), если 𝑠 не делится на 𝑝.

в) Докажите, что 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑎
𝑘 − 𝑏𝑘) > 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑎− 𝑏) + 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑘).

г) Докажите, что если 𝑝 > 2, то 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑎
𝑝 − 𝑏𝑝) = 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑎− 𝑏) + 1.

д) Докажите лемму в случае, если выполнено условие 1.

е) Докажите лемму в случае, если выполнено условие 2.

1. В какой степени число 5 входит в разложение на простые множители числа 310000 − 210000?

2. Докажите, что показатель числа 2 по модулю 3𝑛 равен 𝜙(3𝑛).

(Напоминание) Пусть 𝑎 и 𝑚 — натуральные числа, причём (𝑎,𝑚) = 1. Показателем числа 𝑎
по модулю 𝑚 называют наименьшее натуральное число 𝛿, такое что 𝑎𝛿 − 1 делится на 𝑚.

3. Решите в натуральных числах уравнение 3𝑥 = 2𝑥𝑦 + 1.

4. Какое наибольшее число нулей может быть среди 6 последних цифр числа 2𝑛 для 𝑛 > 100?

5. Докажите, что для любого натурального 𝑎 > 3 существует бесконечно много натуральных 𝑛,
что 𝑎𝑛 − 1 делится на 𝑛2.


