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Ñåðèÿ 5. Ñíîâà îñòàòêè.

0(Äîáèâàåì çàäà÷ó èç ïðîøëîé ñåðèè). Ïî êðóãó ñòîÿò a äåòåé. Äåä Ìîðîç õîäèò
ïî êðóãó ñ ìåøêîì ïîäàðêîâ. Ñíà÷àëà îí äà¼ò ïîäàðîê îäíîìó èç äåòåé. Çàòåì îí îò-
ñ÷èòûâàåò b äåòåé ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå è äà¼ò ïîäàðîê ðåá¼íêó, íà êîòîðîì çàêîí÷èë ñ÷¼ò.
(Ñêàæåì, åñëè b = 1, òî Äåä Ìîðîç äà¼ò ïîäàðîê ñëåäóþùåìó ðåá¼íêó, åñëè b = 2, òî
ïðîïóñêàåò îäíîãî.)
à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ó ÷èñåë a è b åñòü îáùèé äåëèòåëü, òî âñåõ äåòåé Äåä Ìîðîç íå
îáîéä¼ò.
á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Äåä Ìîðîç íå îáîø¼ë âñåõ äåòåé, òî îí äîø¼ë äî ïåðâîãî ðåá¼íêà
ðàíüøå, ÷åì çà a õîäîâ.
â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a è b âçàèìíî ïðîñòûå, òî ðàíüøå, ÷åì ÷åðåç a õîäîâ íåñêîëüêî
ïîëíûõ îáîðîòîâ ñäåëàòü íå ïîëó÷èòñÿ. (Ñâåäèòå ýòî ê òîìó, ÷òî lb äîëæíî äåëèòüñÿ íà
a, åñëè l � êîëè÷åñòâî øàãîâ äî âîçâðàùåíèÿ ê ïåðâîìó ðåá¼íêó)

1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîäàâåö è ïîêóïàòåëü ñìîãóò ðàññ÷èòàòüñÿ çà òîâàð, êîòîðûé ñòîèò
öåëîå ÷èñëî òóãðèêîâ, åñëè ó êàæäîãî èç íèõ äîñòàòî÷íî ìíîãî êóïþð äîñòîèíñòâîì: à) â
171 òóãðèê è 173 òóãðèêà; á) â 12 òóãðèêîâ è 29 òóãðèêîâ.

2. Íà äîñêå íàïèñàíû äâà ðàçëè÷íûõ ÷èñëà a è b. Äâà èãðîêà ïî î÷åðåäè âûïèñûâàþò
íà äîñêó ïîëîæèòåëüíóþ ðàçíîñòü êàêèõ-òî äâóõ íàïèñàííûõ ÷èñåë, åñëè îíà åù¼ íå âñòðå-
÷àëàñü äî ýòîãî. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî ïîáåäèò è êàêèå ÷èñëà
áóäóò íàïèñàíû â êîíöå èãðû, åñëè à) a = 12, b = 29; á) a = 14, b = 47; â) a = 28, b = 1004
ã) (áåç ýòîãî ïóíêòà ñäàâàòü çàäà÷ó íå õîäèì) a è b ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà?

3. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b âçàèìíî ïðîñòûå. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå
m è n, ÷òî ma + nb = 1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òàêèå öåëûå m è n ñóùåñòâóþò, òî a è b
âçàèìíî ïðîñòûå.

4. Ïóñòü a è b âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. Ïåòÿ íàïèñàë íà äîñêå íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå
÷èñëà c è d. Äîêàæèòå, ÷òî Âàñÿ ìîæåò ïîäîáðàòü òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ÷òî n − c
äåëèòñÿ íà a, à n− d äåëèòñÿ íà b.

5. Ïóñòü a è b âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. Âèííè-Ïóõ íàïèñàë b íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äà-
þùèõ âñå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà b ïî îäíîìó ðàçó. Ïîñëå ÷åãî Ïÿòà÷îê óìíîæèë âñå
íàïèñàííûå ÷èñëà íà a. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííûå ÷èñëà ñíîâà äàþò âñå îñòàòêè ïðè
äåëåíèè íà b ïî îäíîìó ðàçó.

6. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b âçàèìíî ïðîñòû. Ïî îêðóæíîñòè äëèíû a êàòèòñÿ êîëåñî
äëèíû b, â îáîä êîòîðîãî âáèò ãâîçäü, îñòàâëÿþùèé íà îêðóæíîñòè îòìåòèíû. à) Äîêà-
æèòå, ÷òî â êàêîé-òî ìîìåíò íîâûå îòìåòèíû ïåðåñòàíóò ïîÿâëÿòüñÿ. á) Äîêàæèòå, ÷òî â
ýòîò ìîìåíò îòìåòèíû äåëÿò îáîä íåïîäâèæíîãî êîëåñà íà ðàâíûå ÷àñòè. â) Ïóñòü c -�
äëèíà îòðåçêà ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè îòìåòèíàìè. Äîêàæèòå, ÷òî c = 1.
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Íåïðåðûâíàÿ îëèìïèàäà � 5

1. Æóðíàë �Þíûé äèâåðñàíò� âûõîäèò íåðåãóëÿðíî � äâà èëè òðè ðàçà â ãîä. Íà
îáëîæêå ñòîèò íîìåð æóðíàëà è ãîä âûïóñêà: 1-2001, 2-200. Äîêàæèòå, ÷òî êîãäà-òî ÷èñëà
íà îáëîæêå ñîâïàäóò.

2. Ïåòÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàçëîæèë íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ìîíåò ïî 15 êîðîáêàì.
Âàñÿ ìîæåò âûáðàòü ëþáûå k êîðîáîê è äîáàâèòü â êàæäóþ èç íèõ ïî ìîíåòå. Ïðè êàêèõ
k Âàñÿ òàêèìè îïåðàöèÿìè ñìîæåò ïðè ëþáîì èñõîäíîì ðàñêëàäå óðàâíÿòü ÷èñëî ìîíåò
âî âñåõ êîðîáêàõ?

3. Äàíî N ñèíèõ è N êðàñíûõ òî÷åê íà ïëîñêîñòè. Íèêàêèå òðè òî÷êè íå ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé. Äîêàçàòü, ÷òî ìîæíî ðàçáèòü òî÷êè íà ðàçíîöâåòíûå ïàðû, ÷òîáû îòðåçêè,
ñîåäèíÿþùèå òî÷êè èç ïàð, íå ïåðåñåêàëèñü.

4. Ìàãè÷åñêèì êâàäðàòîì íàçûâàåòñÿ òàêàÿ òàáëèöà 3 × 3, â êîòîðîé ñóììû ÷èñåë â
êàæäîé ñòðîêå, êàæäîì ñòîëáöå è êàæäîé èç äâóõ äèàãîíàëåé ðàâíû ¾ìàãè÷åñêîé ñóììå¿
S. Èçâåñòíî, ÷òî â äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëàõ ìàãè÷åñêîãî êâàäðàòà ñòîÿò ÷èñëà 31 è
33, à â åùå îäíîé èç êëåòîê ñòîèò ÷èñëî 28. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíà ìàãè÷åñêàÿ ñóììà
äëÿ òàêîãî êâàäðàòà? (Ïåðå÷èñëèòå âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.)

5. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 100, ðàñêðàñèëè â òðè öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ
äâà îäíîöâåòíûõ ÷èñëà, ðàçíîñòü êîòîðûõ � òî÷íûé êâàäðàò.


