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Ñåðèÿ 25. Íåðàâåíñòâà

Ïóñòü a è b - ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. ×èñëî
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1. a è b - ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå îñíîâíûå íåðàâåíñòâà î ñðåäíèõ:
(a) ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå a è b íå ìåíüøå èõ ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî
(b) ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå a è b íå ìåíüøå èõ ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî
(c) ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå a è b íå ìåíüøå èõ ñðåäíåãî ãàðìîíè÷åñêîãî.
2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë a, b è c âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

a2 + b2 + c2 ≥ ab+ bc+ ac.
3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b è c ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:
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4. Ïóñòü a, b è c - äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî a2+b2+c2 ≤ 2(ab+bc+ca).
5. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî a ≥ b è a+b ≤ 1. Äîêàæèòå, ÷òî a2+3b2 ≤ 1.
6. a, b, c è d - äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî a2 + b2 = c2 + d2 = 1. Äîêàæèòå, ÷òî

|ac− bd| ≤ 1.
7. Äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ x, y è z äîêàæèòå íåðàâåíñòâà:
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8. Äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, x è y äîêàæèòå íåðàâåíñòâî:
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9. Íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà a, b è c óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ a + b + c ≥ 3. Äîêàæèòå,
÷òî a2 + b2 + c2 + ab+ bc+ ca ≥ 6.

10. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ a, b, c ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

a3 + b3 + c3 + 3abc ≥ a2b+ b2c+ c2a+ a2c+ b2a+ c2b



Íåïðåðûâíàÿ îëèìïèàäà � 25.

1. Ñîáðàëèñü íåñêîëüêî ðûöàðåé è ëæåöîâ, âñå ðàçíîãî ðîñòà (ðûöàðè âñåãäà ãîâîðÿò
ïðàâäó, ëæåöû âñåãäà ëãóò). Êàæäûé çàÿâèë: ¾Ñðåäè òåõ, êòî âûøå ìåíÿ, åñòü ëæåöû¿.
Ñêîëüêî ëæåöîâ ìîãëî áûòü ñðåäè íèõ?

2. Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíî 100 ïðÿìûõ. Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäè ëþáûõ ÷åòûð¼õ èç íèõ
íàéäóòñÿ äâå ïàðàëëåëüíûõ. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ëþáûõ ñåìè èç íèõ íàéäóòñÿ òðè ïà-
ðàëëåëüíûõ.

3. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà b è c è ïðîñòîå ÷èñëî a óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ a2+b2 = c2.
Äîêàæèòå, ÷òî a < b.

4. Òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû AC òðåóãîëüíèêà ABC. Íà ñòîðîíàõ AB è BC ñî-
îòâåòñòâåííî îòìå÷åíû òàêèå òî÷êè X è Y , ÷òî AY = CX è MY = MX. Äîêàæèòå, ÷òî
AB = BC.

5. Íà ñòîëå ëåæàò n äâóñòîðîííèõ êàðòî÷åê, îäíà ñòîðîíà êîòîðûõ ÷åðíàÿ, à äðóãàÿ
� êðàñíàÿ, èçíà÷àëüíî âñå êàðòî÷êè ïîâåðíóòû ÷åðíîé ñòîðîíîé ââåðõ. Çà îäèí õîä ìîæ-
íî âûáðàòü íåñêîëüêî (ìîæåò áûòü, îäíó) ïîäðÿä èäóùèõ êàðò, ñàìàÿ ëåâàÿ èç êîòîðûõ
÷åðíàÿ, à âñå îñòàëüíûå � êðàñíûå è âñå èõ ïåðåâåðíóòü. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî
õîäîâ ìîæíî ñäåëàòü ïî òàêèì ïðàâèëàì?


