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Ñåðèÿ 24. Òåîðèÿ ÷èñåë.

1. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå x2 − 3y2 = 17.

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî èõ ñóììà, ðàçíîñòü, ïðîèç-

âåäåíèå è ÷àñòíîå â ñóììå äàþò 2016?

3. Íàçîâ¼ì ÷èñëî ïðèìå÷àòåëüíûì, åñëè îíî äåëèòñÿ íà êâàäðàò ëþáîãî ñâîåãî ïðîñòî-

ãî äåëèòåëÿ. Äîêàæèòå, ÷òî íå áûâàåò ÷åòûð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèìå÷àòåëüíûõ ÷èñåë.

4. ×èñëà p, 2p+ 1, 4p+ 1 ïðîñòûå. Íàéäèòå ýòè ÷èñëà.

5. ×èñëî n íå÷åòíî. Äîêàæèòå, ÷òî 2n! − 1 äåëèòñÿ íà n.

6. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå 5x − 3y = 16.

7. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî a îò 1 äî p− 1, ñóùåñòâóåò

ðîâíî îäèí îáðàòíûé âû÷åò. á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè x2 ≡ 1 (mod p), òî x ≡ ±1 (mod p).

â) (Òåîðåìà Âèëüñîíà.) Äîêàæèòå, ÷òî (p− 1)! ≡ −1 (mod p). ã) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè

äëÿ m > 1 èìååò ìåñòî ñðàâíåíèå (m− 1)! ≡ −1 (mod m), òî m � ïðîñòîå.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ ïàð ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë k, n > 1, ÷òî à) (k! + 1, n! + 1) > 1; á) (k!− 1, n!− 1) > 1.



Íåïðåðûâíàÿ îëèìïèàäà
1. Íà ëóæàéêå ëåæàëè âïîâàëêó äåòè. Êîãäà ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü óâèäåë ýòî áåçîá-

ðàçèå è ïåðåñ÷èòàë äåòåé, òî ñêàçàë, ÷òî îí òî÷íî ìîæåò âûáðàòü èç íèõ ëèáî 15 ÷åëîâåê

èç êàêîãî-òî îäíîãî îòðÿäà, ëèáî 10 ÷åëîâåê èç ðàçíûõ îòðÿäîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ñòàðøèé

ïðåïîäàâàòåëü â ëèöî äåòåé íå çíàåò, íî íèêîãäà íå îøèáàåòñÿ. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî

äåòåé ìîãëî âàëÿòüñÿ íà ëèíåéêå?

2. Íà ñòîðîíå BC òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíà òî÷êà E, à íà áèññåêòðèñå BD � òî÷-

êà F òàê, ÷òî EF ïàðàëëåëüíî AC è AF = AD. Äîêàæèòå, ÷òî AB = BE.

3. Èâàí Àíäðååâè÷ âûäàë Ìèøå Ìðûõèíó ïÿòü ðàçëè÷íûõ ïàëî÷åê è ïîïðîñèë âû-

áðàòü èç íèõ òðè òàê, ÷òîáû ñîñòàâèòü èç íèõ ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê. Îêàçàëîñü,

÷òî Ìèøà óìååò äåëàòü ýòî ÷åòûðüìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íàéäèòå îòíîøåíèå äëèí

ñàìîé äëèííîé è ñàìîé êîðîòêîé ïàëî÷åê.

4. Íà êëåò÷àòîé äîñêå ðàçìåðîì 100 × 100 äâîå ïî î÷åðåäè ðàññòàâëÿþò öèôðû: ïåð-

âûé � åäèíèöû, âòîðîé � íóëè. Ïîñëå òîãî, êàê âñÿ äîñêà çàïîëíÿåòñÿ, ñ÷èòàþò ñóììû

öèôð ïî ñòîëáöàì è ïî ñòðîêàì. Åñëè õîòÿ áû äâå èç ýòèõ ñóìì íå÷åòíû, ïîáåæäàåò

ïåðâûé èãðîê, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå �âòîðîé. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

5. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n òàêîâû, ÷òî m2 + n2 + m äåëèòñÿ íà mn. Äîêàæèòå,

÷òî m � êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.


