
Êðóæîê â Õàìîâíèêàõ. 7 êëàññ. 16.01.2016

Ñåðèÿ 14. Èíäóêöèÿ.

Íåìíîãî î ïîñòåïåííîì êîíñòðóèðîâàíèè, åñëè êòî çàáûë.

1.Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü ðàçðåçàòü êâàäðàò íà à) 6; á) 7; â) n > 5 êâàäðàòîâ (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ)?
2. Ìîæíî ëè ïîäîáðàòü à) 3; á) 4 â) 50 ðàçëè÷íûõ äðîáåé ñ ÷èñëèòåëåì 1, ÷òîáû èõ ñóììà áûëà 1?
3. Â êîìïàíèè èç n ÷åëîâåê (n > 4 ) êàæäûé óçíàë ïî íîâîñòè. Ñîçâîíèâøèñü, äâîå ðàññêàçûâàþò

äðóã äðóãó âñå èçâåñòíûå èì íîâîñòè. Êàê çà 2n− 4 çâîíêà âñå ñìîãóò óçíàòü âñå íîâîñòè?
4.Ìîæíî ëè îòìåòèòü íà ïëîñêîñòè íåñêîëüêî òî÷åê òàê, ÷òîáû íà ðàññòîÿíèè 1 îò êàæäîé îòìå÷åííîé

òî÷êè íàõîäèëîñü ðîâíî 10 îòìå÷åííûõ?
5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ äëèíû n òàêàÿ,

÷òî ëþáîé å¼ ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ñòåïåíüþ (âûøå ïåðâîé) íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

Äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè.

6. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

à) 1 + 2 + . . .+ n = n(n+1)
2 .

á) 1
2 + 1

2·3 + . . .+ 1
n(n+1) = 1− 1

n+1 .

â) 1
2 + 1

4 + . . .+ 1
2k

= 1− 1
2k
.

ã) 1 + 2 · 2! + 3 · 3! + . . . n · n! = (n+ 1)!− 1.

ä) 12 + 22 + . . .+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6 .

7. Â ýòîé çàäà÷å íåëüçÿ ïîëüçîâàòüñÿ îñíîâíîé òåîðåìîé àðèôìåòèêè, ïîòîìó ÷òî öåëü ýòîé çà-

äà÷è å¼ äîêàçàòü. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî òàêîé ôàêò: åñëè ïðîèçâåäåíèå äâóõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà

ïðîñòîå ÷èñëî p, òî îäíî èç ýòèõ ÷èñåë íà íåãî äåëèòñÿ. à) Äîêàæèòå, ÷òî ó ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà,
áîëüøåãî 1 åñòü ïðîñòîé äåëèòåëü.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå, áîëüøåå 1 ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñâîèõ
ïðîñòûõ äåëèòåëåé.
â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîèçâåäåíèå n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p, òî îäèí èç ìíî-
æèòåëåé äåëèòñÿ íà p.
ã) Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå, îïèñàííîå â ïóíêòå á) åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñîìíîæè-
òåëåé.

8. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â âûïóêëîì ìíîãîóãîëüíèêå ïðîâåäåíû íåñêîëüêî íåïåðåñåêàþùèõñÿ äèàãîíà-
ëåé, òî ïî êàæäóþ ñòîðîíó îò ëþáîé èç íèõ íàéäåòñÿ âåðøèíà, èç êîòîðîé íå âûõîäèò íè îäíîé äèàãîíàëè.

9. Íà åæåãîäíûé ñëåò-ïðîâåðêó ñúåõàëèñü 100 áðèãàä ÑÝÑ è ïîñåëèëèñü â 100 êîðïóñàõ. Êàæäàÿ
áðèãàäà õî÷åò ïðîâåðèòü òðè êîðïóñà (çàðàíåå ñîîáùàÿ íîìåðà íà÷àëüíèêó ëàãåðÿ) è òóò æå óåõàòü èç
ëàãåðÿ. Äîêàæèòå, ÷òî íà÷àëüíèê ìîæåò ñîñòàâèòü ðàñïèñàíèå ïðîâåðîê òàê, ÷òîáû íèêàêóþ áðèãàäó íå
ïðîâåðÿëè áîëåå òðåõ ðàç (ïðîâåðÿòü ïóñòûå êîðïóñà ìîæíî ñêîëüêî óãîäíî ðàç).

10. Â òóðíèðå ïî òåííèñó ïðèíÿëî ó÷àñòèå n òåííèñèñòîâ. Êàæäûé ñûãðàë ñ êàæäûì îäíó ïàðòèþ.
Äîêàæèòå, ÷òî âñåõ ñïîðòñìåíîâ ìîæíî âûñòðîèòü â ðÿä òàê, ÷òîáû êàæäûé âûèãðàë ó ñëåäóþùåãî çà
íèì.

11. Â ñòðàíå n > 3 ãîðîäîâ. Ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èç íèõ ïðîâåäåíà äîðîãà ñ îäíîñòîðîííèì äâèæåíè-
åì. Îêàçàëîñü, ÷òî èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî äîåõàòü äî ëþáîãî äðóãîãî. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü
ìàðøðóò, ïðîõîäÿùèé ïî âñåì ãîðîäàì îäèí ðàç, è âîçâðàùþùèéñÿ â íà÷àëüíûé ãîðîä.

12. Ôðåä âûïèñàë â ñòðîêó ÷èñëà 1, 2, . . . , n â íåêîòîðîì ïîðÿäêå. Çàòåì îí ñîñòàâèë ñïèñîê âñåõ ïàð
(i, j), 1 ≤ i < j ≤ n, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî, ñòîÿùåå â ýòîé ñòðîêå íà i-ì ìåñòå, áîëüøå ÷èñëà, ñòîÿùåãî íà
j-ì ìåñòå. Ïîñëå ýòîãî Ôðåä ïîâòîðÿåò ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ: îí âûáèðàåò èç ñïèñêà ïàðó (i, j), ìåíÿåò
ìåñòàìè ÷èñëà, ñòîÿùèå â ñòðîêå íà i-ì è j-ì ìåñòàõ, ïîñëå ÷åãî âû÷åðêèâàåò ïàðó (i, j) èç ñïèñêà. Ïðîöåññ
çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà â ñïèñêå íå îñòàíåòñÿ íè îäíîé ïàðû. Äîêàæèòå, ÷òî Ôðåä ìîæåò âûáèðàòü ïàðû â
òàêîì ïîðÿäêå, ÷òîáû â èòîãå ÷èñëà â ñòðîêå îêàçàëèñü ðàñïîëîæåííûìè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.



Íåïðåðûâíàÿ îëèìïèàäà.

1. Ë¼íÿ è Ïàøà øàãàþò ïî äâèæóùåìóñÿ âíèç ýñêàëàòîðó, íå ïðîïóñêàÿ ñòóïåíåê. Ïàøà óñïåâàåò
ñäåëàòü òðè øàãà, ïîêà Ë¼íÿ äåëàåò äâà. Ïàøà, ïîêà ñïóñêàëñÿ, óñïåë ñäåëàòü 45 øàãîâ, à Ë¼íÿ, ïîêà
ñïóñêàëñÿ, óñïåë ñäåëàòü òîëüêî 40 øàãîâ. Ñêîëüêî ñòóïåíåê â âèäèìîé ÷àñòè ýñêàëàòîðà?

2. Íàéäèòå âñå òàêèå äåñÿòèçíà÷íûå ÷èñëà, ïåðâàÿ öèôðà êîòîðîãî áûëà áû ðàâíà ÷èñëó åäèíèö â
çàïèñè ÷èñëà, âòîðàÿ öèôðà ðàâíà ÷èñëó äâîåê, òðåòüÿ öèôðà �- ÷èñëó òðîåê, è òàê äàëåå. Äåâÿòàÿ
öèôðà äîëæíà áûòü ðàâíà ÷èñëó äåâÿòîê, à äåñÿòàÿ ÷èñëó íóëåé.

3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x, y âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî: 4x
y + y

x > 4.

4. Êàêîé îñòàòîê äà¼ò ÷èñëî 751 ïðè äåëåíèè íà 103?
5. Äàí êëåò÷àòûé êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 25. Çà îäèí õîä Âàñÿ ìîæåò âûáðàòü ïðîèçâîëüíûé êâàäðàò

ñî ñòîðîíàìè, èäóùèìè ïî ëèíèÿì ñåòêè, è ïîêðàñèòü åãî ãðàíèöó â êðàñíûé öâåò. Êàêîå íàèìåíüøåå
êîëè÷åñòâî õîäîâ åìó ïîíàäîáèòñÿ, ÷òîáû ïîêðàñèòü â êðàñíûé öâåò âñå ëèíèè ñåòêè êàê âíóòðè, òàê è
íà ãðàíèöå áîëüøîãî êâàäðàòà?


