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Ñåðèÿ 10. Ñðàâíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü ÷òî íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ m
è ïèñàòü a ≡ b (mod m), åñëè (a− b) äåëèòñÿ íà m. Ñàìà çàïèñü a ≡ b (mod m) íàçûâàåòñÿ
ñðàâíåíèåì.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñðàâíåíèé:
1. a ≡ a (mod m);
2. åñëè a ≡ b (mod m), òî b ≡ a (mod m);
3. åñëè a ≡ b (mod m)è b ≡ c (mod m), òî a ≡ c (mod m);
4. åñëè a ≡ b (mod m) è c ≡ d (mod m), òî a+ c ≡ b+ d (mod m);
5. åñëè a ≡ b (mod m) òî ac ≡ bc (mod m);
6. åñëè a ≡ b (mod m) è c ≡ d (mod m), òî ac ≡ bd (mod m);
7. åñëè a ≡ b (mod m) òî an ≡ bn (mod m);
8. åñëè ka ≡ kb (mod m) è ÍÎÄ(k,m) = 1, òî a ≡ b (mod m).

1. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ 3100 + 4100 à) íà 7; á) íà 13.
2. Äîêàæèòå, ÷òî 3636 + 4141 äåëèòñÿ íà 77.
3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè íå÷åòíûõ m è n ÷èñëî 1n + 2n + · · ·+ (m− 1)n äåëèòñÿ íà m.
4. Èçâåñòíî, ÷òî a+ 5c è b+ 4d äåëÿòñÿ íà 13. Äîêàæèòå, ÷òî ab− 20cd äåëèòñÿ íà 13.
5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n ÷èñëî 36n − 26n äåëèòñÿ íà 35.
6. ×èñëî p � ïðîñòîå, 2p + 3p = an. Äîêàæèòå, ÷òî n = 1.
7. (a) Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Äëÿ êàêèõ íàòóðàëüíûõ k ñðåäè ÷èñåë 0 · k, 1 · k, 2 ·

k, . . . , (n−1) ·k âñòðå÷àþòñÿ âñå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà n? (b) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âçàèìíî
ïðîñòûõ ÷èñåë m è n íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî x, ÷òî mx ≡ 1 (mod n).(ñ) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ
äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m è n è èõ íàèáîëüíøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ d ñóùåñòâóþò öåëûå
÷èñëà x è y òàêèå, ÷òî mx+ ny = d.

8. Äîêàæèòå òåîðåìó Ôåðìà: äëÿ ïðîñòîãî p è íàòóðàëüíîãî a, íå êðàòíîãî p, âûïîë-
íåíî ap−1 ≡ 1(mod p).

9. Ñóùåñòâóåò ëè ñòåïåíü äâîéêè, èç êîòîðîé ïåðåñòàíîâêîé öèôð (0 ñòàâèòü íà ïåðâîå
ìåñòî íåëüçÿ) ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãóþ ñòåïåíü äâîéêè?

10. ×èñëà a1, . . . , an äàþò âñå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà n. ×èñëà b1, . . . , bn òîæå äàþò âñå
îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà n. Ïðè êàêèõ n ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî ÷èñëà a1+b1, . . . , an+bn
äàþò âñå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà n?
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Íåïðåðûâíàÿ îëèìïèàäà � 10.

1.Ëåøà ðàñïèëèë ïîëåíî íà 8 êóñêîâ. Ïîòîì íåêîòîðûå èç ïîëó÷åííûõ êóñêîâ âíîâü
ðàñïèëèë íà 8 êóñêîâ è ò.ä. Ìîãëî ëè â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòüñÿ 1135 êóñêîâ? 1136?

2. Àë¼øà è ßøà íàøëè íà óëèöå ïîëíûé ãðàô ñ 2009 âåðøèíàìè è ïî î÷åðåäè âûëà-
ìûâàþò èç íåãî ð¼áðà. Ïðîèãðûâàåò òîò, ïîñëå ÷üåãî õîäà ãðàô ñòàíåò íåñâÿçíûì. Êòî
âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

3.Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà äëèí äèàãîíàëåé âûïóêëîãî ïÿòèóãîëüíèêà áîëüøå ïåðèìåòðà,
íî ìåíüøå óäâîåííîãî ïåðèìåòðà.

4. Íà äîñêå â ñòðî÷êó âûïèñàíî íåñêîëüêî ÷èñåë. Ðàçðåøàåòñÿ ëþáîå ÷èñëî çàìåíèòü
íà ñóììó ÷èñåë, âûïèñàííûõ ñëåâà îò íåãî. Äîêàæèòå, ÷òî íà êàêîì-òî øàãå îáÿçàòåëüíî
áóäåò âûïèñàíà òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ óæå íå ñìîæåò áûòü èçìåíåíà.

5. Øàõìàòíàÿ ôèãóðà "íîñîðîã"ìîæåò õîäèòü íà äâå êëåòêè ââåðõ, íà îäíó êëåòêó
ââåðõ è âïðàâî, íà îäíó êëåòêó âíèç è âëåâî, íà äâå êëåòêè âíèç. Ìîæåò ëè íîñîðîã
ñîâåðøèòü 2015 õîäîâ è âåðíóòüñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå?


