
11 êëàññ Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà 24 ñåíòÿáðÿ 2015

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíû ìíîæåñòâà V ("âåêòîðû") è ïîëå K ("÷èñëà", ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
Q è R), èìåþòñÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ, äëÿ êàæäîãî ÷èñëà èìååòñÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ âåêòîðà
íà ÷èñëî. Ïðè ýòîì:

1) ñëîæåíèå àññîöèàòèâíî, êîììóòàòèâíî, ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé ïî ñëîæåíèþ ýëåìåíò (
−→
0 ) è ó

êàæäîãî âåêòîðà −→v åñòü îáðàòíûé ïî ñëîæåíèþ (−−→v );
2) 1 · −→v = −→v ; (k1k2)−→v = k1(k2

−→v ) (çäåñü k1, k2 ∈ K, −→v ∈ V );
3) (k1 + k2)

−→v = k1
−→v + k2

−→v ; k(−→v 1 +
−→v 2) = k−→v 1 + k−→v 2.

Òîãäà V íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì (ëèíåéíûì) ïðîñòðàíñòâîì íàä K.

Ïðèìåðû:
à) ìíîæåñòâî âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè;
á) Kn � ñòðîêè (èëè ñòîëáöû) äëèíû n;
â) ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì K;
ã) äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûå ôóíêöèè, îïðåäåë¼ííûå íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå;

1. Îáðàçóþò ëè âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà (îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííûõ îïåðàöèé):
à) ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âèäà a1x1 + · · ·+ anxn = b;
á) ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ÑËÓ îò n ïåðåìåííûõ;
â) ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè (2015!)2014! íàä ïîëåì K;
ã) R íàä ïîëåì Q;
ä) íåóáûâàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàä R;
å) ìíîãî÷ëåíû íàä äàííûì ïîëåì ñ ôèêñèðîâàííûì êîðíåì α;
¼) ñòðîêè äëèíû 100500 ñ íóëåâîé ñóììîé ýëåìåíòîâ;
æ) ìíîæåñòâî ôóíêöèé f : R→ Q íàä Q;
ç) ìíîæåñòâî ôóíêöèé f : R→ Q íàä R;
Îïðåäåëåíèå. Íåïóñòíîå ïîäìíîæåñòâî S ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàí-

ñòâîì, åñëè îíî ñàìî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

2. Íàéäèòå âñå ïîäïðîñòðàíñòâà ó ïðîñòðàíñòâà èç ïðèìåðà á).

Îïðåäåëåíèå. Âûðàæåíèå α1v1 + · · ·+αnvn (à òàêæå, â çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà, è åãî çíà÷åíèå),
ãäå v1, . . . , vn ∈ V , α1, . . . , αn ∈ K, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ v1, . . . , vn. Ãîâîðÿò, ÷òî
âåêòîðû v1, . . . , vn ∈ V ëèíåéíî íåçàâèñèìû, åñëè èç ðàâåíñòâà α1v1 + · · · + αnvn = 0 ñëåäóåò, ÷òî
α1 = . . . = αn = 0. Áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì, åñëè ëþáîå
êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìî.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V . Ëèíåéíîé îáî-
ëî÷êîé L(S) ìíîæåñòâà S â ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü L(S) âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
âåêòîðîâ èç S.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà S ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â V . Áîëåå òîãî, ëþáîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî V , ñîäåðæàùåå S, ñîäåðæèò è L(S).

Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî S ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ áàçèñîì, åñëè îíî ëèíåéíî
íåçàâèñèìî è åãî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñîâïàäàåò ñ V .

4. Íàéäèòå êàêîé-íèáóäü áàçèñ ïðîñòðàíñòâ èç ïðèìåðà â), 1å¼).

5. Ïóñòü ó ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò áàçèñ, êîòîðûé ñîäåðæèò n (áåñêîíå÷íîñòü) âåêòîðîâ.
Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì äðóãîì áàçèñå òàêæå áóäåò n (áåñêîíå÷íîñòü) âåêòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå.Êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ â áàçèñå íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.

6. Ïóñòü â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå åñòü ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ. Äîêàæèòå, ÷òî
åå ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà.

7. ÑËÓ ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâåëè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî
íåíóëåâûõ óðàâíåíèé íå çàâèñèò îò òîãî, êàê ýòî äåëàëè.


