
Òåîðèÿ ÷èñåë.

1. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà ïàðàìåòðû a, b è c, óðàâíåíèå ax + by = c èìååò ðåøåíèå
â öåëûõ ÷èñëàõ? Êàê íàéòè âñå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ? Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ
óðàâíåíèÿ:

à) 45x− 37y = 25.
á) 34x− 21y = 1.

2. Ïî÷òè âåçäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, a � íåíóëåâîé îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà ïðîñòîå
÷èñëî p.

à) Åñëè ax ≡ ay(mod p), òî x ≡ y(mod p). Ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäà ýòî íå òàê, åñëè
p � ñîñòàâíîå.

á) Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà 0, a, 2a, . . . , (p − 1)a ÿâëÿþòñÿ ðàçíûìè îñòàòêàìè ïðè äå-
ëåíèè íà p.

â) Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé îñòàòîê b òàêîé, ÷òî ab ≡ 1(mod p).
ã) Äîêàæèòå òåîðåìó Âèëüñîíà: (p − 1)! ≡ −1(mod p) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

p � ïðîñòîå.
ä) Äîêàæèòå ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà: äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ap ≡ a(mod p).

3. Ôóíêöèåé Ýéëåðà ϕ(n), ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî îáîçíà÷àåòñÿ êîëè÷åñòâî íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ n è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ íèì.

à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a è b âçàèìíî ïðîñòû, òî ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b). Íàó÷èòåñü âû-
÷èñëÿòü ϕ(n) ñíà÷àëà êîãäà n ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà, à çàòåì äëÿ ëþáîãî
n (÷åðåç ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå).

â) Äîêàæèòå àíàëîãè ïóíêòîâ (à)-(â) â çàäà÷å 2, êîãäà p óæå íå ïðîñòîå, íî a �
îñòàòîê, âçàèìíî ïðîñòûé ñ p. Äîêàæèòå òåîðåìó Ýéëåðà: aϕ(n) ≡ 1(mod n), åñëè a
âçàèìíî ïðîñòî ñ n.

4. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ 8800 íà 29.

5. Ïóñòü p � ïðîñòîå. Äîêàæèòå, ÷òî (2p− 1)! ≡ p(mod p2).

6. Ïóñòü p > 5 � ïðîñòîå. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî èç p− 1 åäèíèöû äåëèòñÿ íà p.

7. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî a128 + b128 + c128 äåëèòñÿ íà 257. Äîêàæèòå,
÷òî ÷èñëî abc äåëèòñÿ íà 257.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî x2 + x+ 1 íå äåëèòñÿ íà 101 íè ïðè êàêîì íàòóðàëüíîì x.

9. Ïóñòü ÷èñëà m1, ...,mn ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû, a1, ..., an � ïðîèçâîëüíûå öåëûå
÷èñëà. Íàéäèòå âñå òàêèå öåëûå x, ÷òî x ≡ a1(mod m1), ..., x ≡ an(mod mn).

10. à) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò 1000000 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êàæ-
äîå èç êîòîðûõ äåëèòñÿ íà äåñÿòóþ ñòåïåíü íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò 1000000 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íèêà-
êîå èç êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.


