
Çàíÿòèå 5. 10.02.16 Åù¼ íåìíîãî ïðî ÍÎÄ.
Óòâåðæäåíèå. ÍÎÄ(a, b)=ÍÎÄ(a, b− a).
Òåîðåìà. Ïóñòü a è b � öåëûå ÷èñëà, ab 6= 0, d=ÍÎÄ(a, b). Òîãäà ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà u

è v, òàêèå, ÷òî au+ bv = d.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ðàññìîòðèì íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, ÿâëÿþùååñÿ ëè-

íåéíîé êîìáèíàöèåé ÷èñåë a è b (òî åñòü ïðåäñòàâèìîå â âèäå ax+by). Ðàçäåëèì a íàm ñ îñòàòêîì:
a = qm+ r. ×èñëî r = a− qm òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ÷èñåë a è b, íî îíî ìåíüøå
m. Çíà÷èò, r = 0, òî åñòü a êðàòíî m. Àíàëîãè÷íî b êðàòíî m. Ñëåäîâàòåëüíî, è d äåëèòñÿ íà m,
è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ÷èñåë a è b.
Ñëåäñòâèå. Åñëè ÷èñëà a è b âçàèìíî ïðîñòû, òî ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà u è v, òàêèå, ÷òî

au+ bv = 1.

1. Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèå.

Çàäà÷à 1.1. Äîêàæèòå, ÷òî

(1) ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(a, b− ka) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k;
(2) åñëè ìû ïîäåëèëè a íà b ñ îñòàòêîì, òî èç ðàâåíñòâà a = bq + r ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(b, r).

Çàäà÷à 1.2. Íàéäèòå âñåâîçìîæíûå çíà÷åíèÿ
(1) ÍÎÄ(n, 12); (2) ÍÎÄ(n, n+ 1); (3) ÍÎÄ(n, n+ 6); (4) ÍÎÄ(2n+ 3, 7n+ 6).

Çàäà÷à 1.3. Äîêàæèòå, ÷òî ÍÎÄ(26 − 1, 215 − 1)=7.

Çàäà÷à 1.4. Ïóñòü au + bv = 1, ãäå a, b, u è v � íåêîòîðûå öåëûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî
ÍÎÄ(a, b)=1.

Çàäà÷à 1.5. a, b, c � öåëûå ÷èñëà; a è b îòëè÷íû îò íóëÿ, d = ÍÎÄ(a, b).Äîêàæèòå, ÷òî

(1) åñëè óðàâíåíèå ax+ by = c èìååò ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ, òî c äåëèòñÿ íà d;
(2) åñëè c äåëèòñÿ íà d, òî óðàâíåíèå ax+ by = c èìååò ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ.

Çàäà÷à 1.6. Ïóñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîâî, ÷òî ÍÎÄ(n, n + 1) < ÍÎÄ(n, n + 2) < . . . <
ÍÎÄ(n, n+ 35). Äîêàæèòå, ÷òî ÍÎÄ(n, n+ 35) < ÍÎÄ(n, n+ 36).

2. Äîìàøíåå çàäàíèå.

Çàäà÷à 2.1. Â áóäóùåì ðåøèëè, ÷òî èìåþùèåñÿ äåíåæíûå êóïþðû íåóäîáíû. À ïîñêîëüêó ó
âëàñòè ñòîÿëè äàëåêî íå òîëüêî ìàòåìàòèêè, òî áûëî ðåøåíî ââåñòè âñåãî äâå êóïþðû, äîñòîèí-
ñòâîì 77 è 685 ðóáëåé. Äîêàæèòå, ÷òî íàì ïîâåçëî è äàæå â òàêîì ñëó÷àå ìû ñìîæåì îïëàòèòü
ëþáóþ ñóììó, âîçìîæíî, ñî ñäà÷åé.

Çàäà÷à 2.2. Ïóñòü au+ bv = 2. Âåðíî ëè, ÷òî ÍÎÄ(a, b)=2?

Çàäà÷à 2.3. Åñòü äâà áèäîíà ïîm è n ëèòðîâ. Ñêîëüêî ëèòðîâ ìîæíî îòìåðèòü ñ èõ ïîìîùüþ,
åñëè

(1) åñòü ïóñòàÿ áîëüøàÿ áî÷êà;
(2) áîëüøîé áî÷êè íåò, åñòü òîëüêî äâà áèäîíà.


