
Çàíÿòèå 6. 02.03.16 Àëãîðèòì Åâêëèäà.
Óòâåðæäåíèå. Åñëè ìû ïîäåëèëè a íà b ñ îñòàòêîì, òî èç ðàâåíñòâà a = bq + r ñëåäóåò

ñîîòíîøåíèå ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(b, r).
Àëãîðèòì Åâêëèäà � ïðàâèëî, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïî äâóì íàòóðàëüíûì ÷èñëàì a è b íàéòè

ÍÎÄ(a, b). Åñëè èìåþòñÿ äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà a > b > 0, òî ñíà÷àëà äåëèì a íà b, è ïîëó÷àåì
îñòàòîê r1, êîòîðûé ìåíüøå, ÷åì b:

a = b ∗ q1 + r1, 0 ≤ r1 < b, ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(b, r1).

Çàòåì äåëèì b íà r1, íàõîäèì îñòàòîê r2, êîòîðûé ìåíüøå, ÷åì r1:

b = r1 ∗ q2 + r2, 0 ≤ r2 < r1, ÍÎÄ(b, r1) = ÍÎÄ(r1, r2).

Äàëåå äåëèì ÷èñëî r1 íà r2, íàõîäèì îñòàòîê r3, ìåíüøèé, ÷åì r2:

r1 = r2 ∗ q3 + r3, 0 ≤ r3 < r2, ÍÎÄ(r1, r2) = ÍÎÄ(r2, r3).

Ïðîäîëæàåì ýòîò ïðîöåññ. Îí îáÿçàòåëüíî çàêîí÷èòñÿ, ïîñêîëüêó êàæäûé ñëåäóþùèé îñòàòîê
ìåíüøå ïðåäûäóùåãî, à âñå îñòàòêè � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Â êîíöå êîíöîâ êàêîé-òî îñòàòîê
rn−1 ðàçäåëèòñÿ íà îñòàòîê rn íàöåëî, áåç îñòàòêà:

rn−2 = rn−1 ∗ qn + rn, 0 ≤ rn < rn−1, ÍÎÄ(rn−2, rn−1) = ÍÎÄ(rn−1, rn),

rn−1 = rn ∗ qn+1, ÍÎÄ(rn−1, rn) = rn.

Ïîñëåäíèé îñòàòîê rn è åñòü ÍÎÄ(b, a), òàê êàê

rn=ÍÎÄ(rn, rn−1)=ÍÎÄ(rn−1, rn−2) = . . .=ÍÎÄ(r2, r1)=ÍÎÄ(r1, b)=ÍÎÄ(b, a).

Íàïðèìåð, ÍÎÄ(2016, 1514) = 2, òàê êàê

2016 = 1514 ∗ 1 + 502,
1514 = 502 ∗ 3 + 8,
502 = 8 ∗ 62 + 6,
8 = 6 ∗ 1 + 2,
6 = 2 ∗ 3.

1. Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 1.1. Íàéäèòå ÍÎÄ (39, 102); (126, 1308).

Çàäà÷à 1.2. Íàéäèòå ÍÎÄ(111...111, 11...11), ãäå à) â çàïèñè 1-îãî ÷èñëà 5 åäèíèö, â çàïèñè
2-îãî � 10; á) â çàïèñè 1-îãî ÷èñëà 10 åäèíèö, â çàïèñè 2-îãî � 15; â) â çàïèñè 1-îãî ÷èñëà 100
åäèíèö, â çàïèñè 2-îãî � 60.

Çàäà÷à 1.3. Äîêàæèòå, ÷òî äðîáè (1)2n+13
n+7 ; (2)n

2−n+1
n2+1

íåñîêðàòèìû ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n.

Çàäà÷à 1.4. Äîêàæèòå, ÷òî ÍÎÄ(2m − 1, 2n − 1) = 2d − 1, ãäå d=ÍÎÄ(m,n).

Çàäà÷à 1.5. Íà äîñêå íàïèñàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà a1, . . . , ak, ÍÎÄ(a1, . . . , ak) = 1. Ðàçðåøà-
åòñÿ âçÿòü äâà ÷èñëà è èç áîëüøåãî âû÷åñòü ìåíüøåå. Äîêàæèòå, ÷òî òàêèìè îïåðàöèÿìè ìîæíî
ïîëó÷èòü ÷èñëî 1.

Çàäà÷à 1.6. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 216+1 âçàèìíî ïðîñòî ñ êàæäûì èç ÷èñåë 2+1, 22+1, 24+
1, 28 + 1.

Çàäà÷à 1.7. Äîêàæèòå, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 2 + 1, 22 + 1, 24 + 1, . . . , 22
n
+ 1 ëþáûå äâà

÷èñëà âçàèìíî ïðîñòû.

2. Äîìàøíåå çàäàíèå.

Çàäà÷à 2.1. Íàéäèòå ÍÎÄ(322, 56); (478717, 24139).

Çàäà÷à 2.2. Äîêàæèòå, ÷òî äðîáü 2n2−1
n+1 íåñîêðàòèìà ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n.

Çàäà÷à 2.3. Äîêàæèòå, ÍÎÄ äâóõ ÷èñåë, ïåðâîå èç êîòîðûõ çàïèñàíî n åäèíèöàìè, à âòîðîå
çàïèñàíî m åäèíèöàìè, ðàâíî ÷èñëó, çàïèñàííîìó d åäèíèöàìè, ãäå d = ÍÎÄ(m,n).

Çàäà÷à 2.4. ×èñëà x2016 è x23 � ðàöèîíàëüíû. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî x òîæå ðàöèîíàëüíî.


