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Èíâàðèàíòû è ïîëóèíâàðèàíòû.

1. Ìîæíî ëè ñîñòàâèòü êâàäðàòíóþ òàáëèöó èç 2014× 2014 ÷èñåë òàê, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë â
êàæäîé ñòðîêå áûëà ïîëîæèòåëüíîé, à â êàæäîì ñòîëáöå � îòðèöàòåëüíîé?

2. Íàä ÷èñëàìè 1, 2, . . . , 2014 ìîæíî ïðîâîäèòü ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ: ê äâóì èç 2014 ÷èñåë
ïðèáàâèòü ïî åäèíèöå. Ìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ òàêèõ îïåðàöèé ñäåëàòü âñå ÷èñëà ðàâíûìè?

3. Íà ïëîñêîñòè ëåæàò òðè øàéáû. Õîêêåèñò áüåò ïî îäíîé èç íèõ òàê, ÷òîáû îíà ïðîøëà
ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè è îñòàíîâèëàñü â íåêîòîðîé òî÷êå. Ìîæíî ëè âñå øàéáû âåðíóòü íà ñâîè
ìåñòà ïîñëå 2015 óäàðîâ?

4. Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè òàêîâî, ÷òî íèêàêèå òðè òî÷êè íå ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé. Íåêîòîðûå òî÷êè ñîåäèíåíû äðóã ñ äðóãîì îòðåçêàìè, òàê ÷òî èç êàæäîé òî÷êè âûõîäèò
íå áîëåå îäíîãî îòðåçêà. Ðàçðåøàåòñÿ çàìåíÿòü ëþáóþ ïàðó ïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ AB è CD
ïàðîé ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí AC è BD ÷åòûðåõóãîëüíèêà ACBD. Â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå
îòðåçêîâ ðàçðåøàåòñÿ ïðîèçâåñòè ïîäîáíóþ çàìåíó è ò. ä. Ìîæåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ
çàìåí áûòü áåñêîíå÷íîé?

5. Â êîìïàíèè èç 20 ÷åëîâåê ñðåäè ëþáûõ òðåõ åñòü äâîå íåçíàêîìûõ. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîé
êîìïàíèè íå áîëåå 100 ïàð çíàêîìûõ.

6. Â êàæäîé êëåòêå êâàäðàòíîé òàáëèöû 4õ4 ñòîèò �+� èëè �−�. Çà îäèí õîä ìîæíî ïîìåíÿòü
çíàêè â ëþáîé ñòðîêå èëè â ëþáîì ñòîëáöå íà ïðîòèâîïîëîæíûå. Ìîæíî ëè ÷åðåç íåñêîëüêî
õîäîâ ïîëó÷èòü òàáëèöó èç îäíèõ ïëþñîâ?
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7. Â êàæäîé êëåòêå êâàäðàòíîé òàáëèöû 4õ4 ñòîèò �+� èëè �−�. Çà îäèí õîä ìîæíî ïîìåíÿòü
çíàêè â ëþáîé ñòðîêå èëè â ëþáîì ñòîëáöå íà ïðîòèâîïîëîæíûå. Ìîæíî ëè ÷åðåç íåñêîëüêî
õîäîâ ïîëó÷èòü òàáëèöó èç îäíèõ ïëþñîâ?

(à)

+ + + −
+ + + +
+ + + +
+ + + +

(á)

+ + + −
+ + + +
+ + + +
− + + +

(â)

+ + + −
+ + − +
+ − + +
− + + +

8. Â êëåòêàõ ãëàâíîé äèàãîíàëè øàõìàòíîé äîñêè ñòîÿò ôèøêè. Çà îäèí õîä äâå ôèøêè
ïåðåäâèãàþòñÿ, ïðè÷åì îäíà íà êëåòêó âïðàâî, à äðóãàÿ - íà êëåòêó ââåðõ. Ìîãóò ëè ÷åðåç
íåñêîëüêî õîäîâ ôèøêè ðàñïîëîæèòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì 2 × 4 (ïðÿìîóãîëüíèê íàõîäèòñÿ â
ëþáîì ìåñòå äîñêè).

9. Â êëåòêàõ òàáëèöû m × n âïèñàíû íåêîòîðûå ÷èñëà. Ðàçðåøàåòñÿ îäíîâðåìåííî ìåíÿòü
çíàê ó âñåõ ÷èñåë îäíîãî ñòîëáöà èëè îäíîé ñòðîêè. Äîêàæèòå, ÷òî íåñêîëüêèìè òàêèìè îïå-
ðàöèÿìè ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ñóììû ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå áûëè
íåîòðèöàòåëüíûìè.

10. Åñòü äâà áîëüøèõ ñîñóäà. Â îäíîì èç íèõ � 1ë ñïèðòà, à â äðóãîì � 1ë âîäû. Ðàçðå-
øàåòñÿ ïåðåëèâàòü ëþáóþ ÷àñòü æèäêîñòè èç îäíîãî ñîñóäà â äðóãîé. Ìîæíî ëè çà íåñêîëüêî
ïåðåëèâàíèé ñäåëàòü 60�ïðîöåíòíûé ðàñòâîð ñïèðòà â òîì ñîñóäå, ãäå áûëà âîäà?



11. Â ñòðàíå Ñåðîáóðîìàëèíèè æèâåò 13 ñåðûõ, 15 áóðûõ è 17 ìàëèíîâûõ õàìåëåîíîâ. Êîãäà
âñòðå÷àþòñÿ äâà õàìåëåîíà ðàçíîãî öâåòà, îíè îäíîâðåìåííî ïðèîáðåòàþò îêðàñêó òðåòüåãî
öâåòà (íàïðèìåð, ñåðûé è áóðûé ñòàíîâÿòñÿ ìàëèíîâûìè). Ïî òðîå õàìåëåîíû íå âñòðå÷àþòñÿ.
Ìîæåò ëè ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ îêàçàòüñÿ, ÷òî âñå õàìåëåîíû èìåþò îäèí öâåò?

12. Â ñåìè âåðøèíàõ êóáèêà ñòîÿò +1, à â âîñüìîé âåðøèíå ñòîèò −1. Ðàçðåøàåòñÿ ïðèáàâ-
ëÿòü ïî 1 ê êîíöàì ëþáîãî ðåáðà êóáà. Ìîæíî ëè äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ïîñëå íåñêîëüêèõ òàêèõ
îïåðàöèé âñå ÷èñëà â âåðøèíàõ êóáà äåëèëèñü íà 3?

13. Íà ïëîñêîñòè äàíû N ñèíèõ è N êðàñíûõ òî÷åê, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïðîâåñòè N íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ, êàæäûé èç
êîòîðûõ ñîåäèíÿë áû êðàñíóþ òî÷êó ñ ñèíåé.

14. Ïî êðóãó íàïèñàíî íåñêîëüêî ÷èñåë. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ èäóùèõ ïîäðÿä ÷èñåë a, b, c,
d îêàçûâàåòñÿ, ÷òî (a − d)(b − c) < 0, òî ÷èñëà b è c ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî
òàêóþ îïåðàöèþ ìîæíî ïðîäåëàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

15. Â ðÿä ðàñïîëîæåíû 10 êàðòî÷åê, íà êîòîðûõ íàïèñàíû äåñÿòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë.
Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü ëþáóþ êàðòó è ïåðåëîæèòü åå íà ëþáîå ìåñòî â ýòîì ðÿäó.
Äîêàæèòå, ÷òî çà 6 õîäîâ âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëà íà êàðòî÷êàõ ðàñïîëàãàëèñü
ïî ïîðÿäêó (âîçðàñòàÿ èëè óáûâàÿ).

16. Êàæäûé çðèòåëü, êóïèâøèé áèëåò â ïåðâûé ðÿä êèíîòåàòðà, çàíÿë îäíî èç ìåñò â ïåðâîì
ðÿäó. Îêàçàëîñü, ÷òî âñå ìåñòà â ïåðâîì ðÿäó çàíÿòû, íî êàæäûé çðèòåëü ñèäèò íå íà ñâî¼ì
ìåñòå. Áèëåò¼ð ìîæåò ìåíÿòü ìåñòàìè ñîñåäåé, åñëè îáà ñèäÿò íå íà ñâîèõ ìåñòàõ. Âñåãäà ëè îí
ìîæåò ðàññàäèòü âñåõ íà ñâîè ìåñòà?

17. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïîëåé ìîæíî îòìåòèòü íà øàõìàòíîé äîñêå òàê, ÷òî ñ
ëþáîãî èç îòìå÷åííûõ ïîëåé äî ëþáîãî ìîæíî äîéòè êîíåì çà îäèí èëè äâà õîäà?

18. Íà ôåñòèâàëå ïàòðèîòè÷åñêîé ïåñíè êàæäàÿ ïåñíÿ îñêîðáëÿåò íå áîëåå, ÷åì 3 äðóãèõ
ó÷àñòíèêîâ. Ïîñëå òîãî, êàê ó÷àñòíèê èñïîëíèë ïåñíþ, îí óåçæàåò äîìîé. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî
ðàñïðåäåëèòü î÷åðåäíîñòü ó÷àñòíèêîâ òàê, ÷òîáû êàæäûé âûñëóøàë íå áîëåå 3 îñêîðáëåíèé.

19. Â ïàðëàìåíòå ó êàæäîãî äåïóòàòà íå áîëåå 3 âðàãîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ðàçáèòü
ïàðëàìåíò íà 2 ïàëàòû òàê, ÷òîáû â îäíîé ïàëàòå ó êàæäîãî áûëî íå áîëåå îäíîãî âðàãà.

20. Â ñòðàíå 100 ãîðîäîâ è 197 ðåâèçîðîâ. Èç êàæäîãî ãîðîäà âåäóò 3 äîðîãè òàê, ÷òî ïî
äîðîãàì ìîæíî äîåõàòü èç ëþáîãî ãîðîäà â ëþáîé äðóãîé. Çà îäèí äåíü íåêîòîðûå 3 ðåâèçîðà
èç îäíîãî ãîðîäà ïåðåìåùàþòñÿ â ñîñåäíèå ãîðîäà. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç íåñêîëüêî äíåé äëÿ
ëþáîãî ãîðîäà ëèáî â íåì ëèáî âî âñåõ ñîñåäíèõ áóäåò ðåâèçîð.

21. Ïî êðóãó ðàññòàâëåíî 999 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Çà îäèí õîä êàæäîå ÷èñëî çàìåíÿåòñÿ íà
ÍÎÄ ñâîèõ ñîñåäåé. Äîêàæèòå, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî âñå ÷èñëà ñòàíóò ðàâíûìè.

22. Â ñòðîêå â áåñïîðÿäêå çàïèñàíû ÷èñëà 1, 2,..., 100. Ïåòÿ íàõîäèò ïàðó ðÿäîì ñòîÿùèõ
÷èñåë, ãäå ïðàâîå ìåíüøå ëåâîãî, è ìåíÿåò èõ ìåñòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî ÷èñëà
ðàñïîëîæàòüñÿ ïî ïîðÿäêó 1, 2,..., 100.

23. Ïî îäíîé ñòîðîíå áåñêîíå÷íîãî êîðèäîðà ðàñïîëîæåíî áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êîìíàò, çàíó-
ìåðîâàííûõ ïî ïîðÿäêó öåëûìè ÷èñëàìè, è â êàæäîé ñòîèò ïî ðîÿëþ. Â ýòèõ êîìíàòàõ æèâåò
íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ïèàíèñòîâ (â îäíîé êîìíàòå ìîãóò æèòü íåñêîëüêî ïèàíèñòîâ). Êàæäûé
äåíü êàêèå-òî äâà ïèàíèñòà, æèâóùèå â ñîñåäíèõ êîìíàòàõ � k-îé è (k+1)-îé, ïðèõîäÿò ê âûâî-
äó, ÷òî îíè ìåøàþò äðóã äðóãó è ïåðåñåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â (k− 1)-þ è (k+2)-þ êîìíàòû.
Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî äíåé ýòè ïåðåñåëåíèÿ ïðåêðàòÿòñÿ.


