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ÌÅÒÎÄ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÈÍÄÓÊÖÈÈ

Ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè: Óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âåðíî äëÿ ëþáîãî
çíà÷åíèÿ n, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:
1) óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ n = 1
2) èç ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ ïðè êàêîì áû òî íè áûëî ôèêñèðîâàííîì íàòóðàëüíîì çíà÷åíèè n = k
âûòåêàåò åãî ñïðàâåäëèâîñòü è ïðè ñëåäóþùåì íàòóðàëüíîì çíà÷åíèè n = k + 1

Çàìå÷àíèå: Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî íàòóðàëüíîãî n ïðè íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ çíà-
÷åíèÿõ n îøèáî÷íî, ëèáî âîîáùå íå èìååò ñìûñëà. Òàê, íåðàâåíñòâî 2n > n2 âåðíî ïðè âñåõ n > 5 è îøèáî÷íî
ïðè n = 2, 3, 4. Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ñóììà âíóòðåííèõ óãëîâ âûïóêëîãî n�óãîëüíèêà ðàâíà 2π(n−2), êàñàåòñÿ
âñåõ n > 3; çíà÷åíèÿ n = 1 è n = 2 íå îòíîñÿòñÿ ê äåëó. Ïîäîáíûå óòâåðæäåíèÿ èíîãäà òàêæå óäàåòñÿ äîêàçàòü
ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, íî äîêàçàòåëüñòâî íóæíî íà÷èíàòü íå ñî ñëó÷àÿ n = 1, à ñî ñëó÷àÿ n = p,
ãäå p � íàèìåíüøåå èç ðàññìàòðèâàåìûõ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèé.

1. Äîêàæèòå, ÷òî 1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.

2. Äîêàæèòå, ÷òî 1 + 2 + 4 + 8 + · · ·+ 2n = 2n+1 − 1.

3. Äîêàæèòå, ÷òî 12 + 22 + · · ·+ n2) =
n(n+ 1)(2n+ 1)

2
.

4. Äîêàæèòå, ÷òî 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =
[
n(n+1)

2

]2
.

5. Óïðîñòèòå: −1 + 3− 5 + 7− 9 + · · ·+ (−1)n(2n− 1).

6. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî n3 + 5n ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n äåëèòñÿ íà 6.

7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ n ∈ N âåðíî íåðàâåíñòâî 2n > 2n+ 1? Äîêàæèòå.

8. Äîêàæèòå, ÷òî áàíê ìîæåò âûäàòü ëþáóþ ñóììó äåíåã, íà÷àíàÿ ñ âîñüìè ðóáëåé, èñïîëüçóÿ òîëüêî 3-õ è
5-ðóáëåâûå êóïþðû.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà n ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ äëÿ ëþáîãî
n > 6.

10. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê AB êîðî÷å âñÿêîé ëîìàíîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè A è B.

11. Íàéäèòå îøèáêó â äîêàçàòåëüñòâå:

”
Òåîðåìà“ Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n ÷èñëî 2n+ 1 ÷åòíîå.

”
Äîêàçàòåëüñòâî“ Ïóñòü ýòà “òåîðåìà“ âåðíà ïðè n = k, òî åñòü ÷èñëî 2k + 1 ÷åòíîå. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà ÷èñëî
2(k + 1) + 1 òàêæå ÷åòíî. Äåéñòâèòåëüíî, 2(k + 1) + 1 = (2k + 1) + 2. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ÷èñëî 2k + 1 ÷åòíî, à
ïîýòîìó åãî ñóììà ñ ÷åòíûì ÷èñëîì 2 òàêæå ÷åòíà.

”
Òåîðåìà“ äîêàçàíà.

12. Íàéäèòå îøèáêó â äîêàçàòåëüñòâàõ:

”
Òåîðåìà“ Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ðàâíû ìåæäó ñîáîé

”
Äîêàçàòåëüñòâî1“ Áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ëþáûå n ÷èñåë ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Áàçà èíäóêöèè: ïóñòü ó íàñ
åñòü îäíî ÷èñëî. Î÷åâèäíî, îíî ðàâíî ñàìîìó ñåáå. Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè: ïóñòü ëþáûå n ÷èñåë ðàâíû
ìåæäó ñîáîé.Øàã èíäóêöèè: Ïóñòü ó íàñ åñòü n+ 1 ÷èñëî. Âûêèíåì èç ýòîãî íàáîðà îäíî ÷èñëî, îñòàíåòñÿ n
÷èñåë, à îíè ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Òåïåðü âåðíåì ÷èñëî, êîòîðîå ìû âûêèíóëè, è âûêèíåì äðóãîå � îñòàíåòñÿ n
÷èñåë. ×èñëî, êîòîðîå ìû âûêèíóëè, áóäåò ðàâíî îñòàâøèìñÿ, à ïîòîìó âñå ÷èñëà ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

”
Äîêàçàòåëüñòâî2“ Áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî åñëè max(a, b) = n, ãäå a è b íàòóðàëüíûå, òî a = b. Áàçà èíäóê-

öèè: ïóñòü max(a, b) = 1. Òîãäà îíè îáà ðàâíû 1. Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè: èç max(a, b) = n ñëåäóåò a = b.
Øàã èíäóêöèè: ïóñòü max(a, b) = n+1. Òîãäà max(a−1, b−1) = n, çíà÷èò, a−1 = b−1. Ñëåäîâàòåëüíî, a = b,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

13. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè:
(1 + x)n > 1 + nx,

ãäå x > −1, à n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. ** Âåðíî ëè îíî ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ x?
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